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Lezione 01

23settembre202ORieavime.to
Lunedi h 17 → manca lezione

_

=

€
,

-7 gruppo

E si dice ciclico se AgeGt che G- = < g>
"

g. ± { 2h, cardigan tigre,
2 ord gi to

-4=742×74 non è eretico
2 22
"

{ co, o)
,

co
,1) , 07,6113}

( G- = HXK f. prodotto dentro( ÷:": ÷'

,

↳
(1,0) (0,1 ) ← generano 6

C- = { a C1, o) + bco.LI/a,bc-Z}2



Def (G, . ) gruppo SCG sottoinsieme .

E si dice OIE G- = < 5 >

( s è un insieme di generatori per G) se

{ s / new siesus" }
C- G è ovvio perche' G- a- cherso per invasi

se S = Lg} e prodotti

G- = { g! . - g
" / netti e ci - ti }

G- = 742×742 = 4 ( 1,0)
,
co 1) 7

G-= { Cho) , (0,1) (1, 1)
,

( 1
,
a) 1- CI a)⇒ oo )

c ' ' )

{ si . -{sul siete, 37 -33 }
Esempio : I = 213 =L- 1) = < 2,3 > .

{
2 inclusione ovvia

E devo mostrare da

HNEZ I a.BEL
tono

n = • 2 + bb ⑦

3



⇒ questo è uno gnorri (2,3) =L qual
Ia
.
bo tua a.2+6.3=1

moltiplicando pan ottengo ⑧

! Bastava vedere che ottengo @ 1=3 - 2. E 42,37

{2,33 è un insieme minimale di gennaioniente
+

ma ha corde2 (non posso buttarne via nessuno )

Def G- si dice fingevate se

ammette un insieme di generatori di

cardinalato fanta

Esercisce : Se G- è f. g. ⇒ ogni insieme murale

di generatori la Conad finita .

Esempio G- = 74g,
= < I

,
-3 ?

-
-

^ i

•
Ord 3 Ord2

Il #

5g = e ci 233,
92) >

§ =L id, t.org#l-pegXorde3Xord=24



Hanno entrambi I generatori uno diorama 3

• uno di ordine 2 ma non sono isomorfi

→
relazioni
Tra i generatori

G- = < × , y ! È e , y! e xy -7×32=26,
un

< dx.gl rhe ,ykeig-yxj.es,
non àsuff
a descrivere
v. giugno
-

n,
o ) è un gruppo non aboliamo di orde

h !

Geppino Dn 473)

gruppo
D. è l' insieme delle isometrie del piano che

manda in sé l
'

n - organo regolare
S

i÷÷:1 4
> 3 4 5
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| Dn ) E 2h qcedn « C1) = i ← risate

li

manda vertici in vertici e

lati in lati

→ il lato 1-2 → i .
it '

1- I

1- I

Dcc» = { 2 scelta
171

Dopo queste scelte le altre

sono obbligata
Per due ( Dn ) = 2h esibisco 2h elementi del

gruppo

In Dn ci sono in rotazioni attorno al centro

4- I
✓ = rotazione E 101,2, - - , 2

n

lui magona regolare ha h anni di ' simmetria

e quindi ottengo s
, .
- y su simmetrie inDm

←
sono 2h palla

Di { noi
,
r
,
_ _ , »

,
.
. , su}

t'È .si
÷-

=p id, r, . ..ms ,sr , sr? . -, sr
""

} = sr.si
= Lr,SIRIA

,
steal

Sri # Sri titj sai # +5 rsesr.is

-

Lo vedo usando la legge di cancellazione
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Ord ✓ =

Nord
si = Ord ( SRÓ ) = 2 g-

h elementi di corda?

Sr (1) = S C2) =p sr = r
- '
scz)

f-
'

s ( 1) = r
-
'

Cs) en

⇒ sr=
srs
"
=p
-
'

Sgrde Du Sisti ) < Dn ← Es : non sono normali

< b) 4 Du arder> = n [Dn : «D=2
-

⇒ «7 o Dn I sgr di mance 2
Sono normali

< riso Dn PERCHÉ ? {§ ¥8 ⇐ a<lo > è l' una sgrdi ordine h

di Dn
~

ttgea gttgeh
-[

ha un unico sgr di ordine di ¥044
ciclico

< r
%'
> è l' unico sgivoh

'

corona di oh Da
se di 2

Perche ' contiene tute
'

gli al di ardere al

di D
n

Se H è l'unico sgr di ordine di de
' G
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⇒ H o G ( infanti ttge G
Inoltre sa H è gttg

"
èunsgroh G-

ciclico gttg
' è ciclico diordine al

Hex> ghg
"
=L gxgi) e se H è l'uno ⇒

quindi se ti è
l'unico sgr ghg

"
- H ttge G)

ciclico diun certo ordine di G- ⇒

g. Dn Ho G

< r
""
7 2in

, infatti

2. (D.) = {
"" n anpan

< r
"
> n pari

"

e

ZCG) o G

2 (G) =L GEG / goc = scg HXEG } centrodi G-

2. Cdn) =L s' rieda I seri . r = r . s' ri

{ s' vi. s = s . s' ri }

§ consunta contenti

gli «E G ⑦ commuta con un insieme

1 di generatori di G
ESERCIZIO
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+ = s' eri xetcdn) star
-

'

s

is-
ll

s' ris = s' + '
r
-
I Is s' ri

=
sentirà

- -

- pesi Cn ) ⇐ 2J EO Cn )

id
in dispari 1=0 Cn) + = s

'

× =#
" poi I ⇒ 0 ( %) srtrs

X = sr
%
,
RYZ

sina.rs/rsrna=ssr-i-tZCDn
) = { Ht ndeopa

Zr
"
> n pari

È : Dn < Sn c- identificato con

le permutazioni degli
n vertici dell ' n - organo
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Lezione 02 28 settembre
-

Automatismi di C-

E gruppo Anica ) =p q G-→ G- ( qiso }
(Anica) o ) è un gruppo

Anica ) e g (G) = { f G-→ Gfbigàtwe}
permutazioni di G-

( i.de aut (G)
, qefutla ) ⇒ g-

'
c- Auto )

se 9,4 c- Auto ) Goya AUTCG ) )

Esempi •
Aut (2) = htt } 1- a

* ⇒ n→ na

• Autopsie 74ha
qua qcà)

• Aut (24×742) e 5, pensateci !

•
Aut ( Ss) E S

,
lo vediamola

poco .

•
Aut (%,× →%,) = Gln (f)
# lo vedremo più

avanti
.

10



Automatismi interni

G-
gruppo ttge G

coniugio → qg
G → G [

coniugato ohx

«→ gag
"

Proposizione 1 :

") qge Antica ) HGEG
⇒ { 9g Igea} = Inrca

) Auto )
T

gruppo degli automatismiinterni

dire : 9g
E → G è ben defunta E

9g è Omo : ttx
, ye G

Infanti,
9g" I' = 9g qgcy )

qgcxyt-gcxysg-i-godg.gg g-
'

=

= ( gag
") (gg g) = e

=

qgc" 9gal)

-9gè: Hye G JSCEG tu

qgcx )>g
Funziona con

+ = g-
'

yge G
11



qgeiinietwa-iknqghxe-G-fqgcxs-gxg.EE}
Il

{ e} greg
× = e

2) idee Gae Inn (G)

'GIÀ 9g.
. 9g
,

= 9µg
,

e Inca )

Infante, 9g; già 9g! grigi) -7.9!!
= (g. 9) × (già! 9

,

(G)
"

e

9g . .
E Invece)

ti fa AATCG ) f Inn (G) f-
'

CINNCGI

ttfeaut CE) Age G-

£957
-

È 9µg,e Inn CGI
-

C- G-

+ c- G foajf ¥ (qgffi») ): ffgf g)=
= fcg) ff-txifcg-y-fcgixfgf-qa.jp,
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Oss : Se G- è aboliamo ⇒ Inn (G) =L id)

gxg
"
ex Ax

, g
EG

Irap Inn (E) ± GIZCG)
Dirmi 10 : G → Inn (G)

g 1- q
7

È chiaramente ben defunte e sanguina .

lo è amo : qcg.gj-dcg.JO/cga )
Il

9%9
,
Ì 9g; 9g ,

vero
, già visto !

bado = tge G- / 9g- noi } =
g# xg
^

= { GEG ( qgcx) = xgxg
"
ex ttxe G)

= ZCG)

Il teorema di omomorfismo ci dà

% ± Inn ( G ) µ

( GZCG )- qg ) g'ZCEIEGZCG) cf.gs -9g ,
13



'

passavi Gfz ,
ciclico ⇒ Gabbano

Inn CG ) acheo ⇒ G- ahaha ⇒ Ian hai

Oss : NAG ⇐ ttqgàtnncatqgcn?
Equivalentemente:

Isgr normali di G- sono i sqr INVARIANTI
'

per antomorfsnni interni.

ANIA : Innig → Aut N

9g# 9g IN
( q N → N )
gin

Def : Ha G si dice CARATTERISTICO se

è invariante per automatismi" -

Ante→ Arata)
f- fa auto f- CHI- H 9M¥

( anche in questo caso basta verificare a

FCA) CH ttfeautccl

poiane si ha anche f-
'

CH ) CH

da cnn.at#fHcfCH ) )
14



H CARATTERISTICO IN G- ⇒ HA G-

f. CHE H Ffeaaet ⇒

qgtt-HV-ge-G.IT
viceversa è falso .

G- = 724×2/2 { io
,
» , Cho ) , CQD , }

His (9,0) > t'⇐6,5 ) s Hill, T ) )

Hi fi G perché è aboliamo

$ f (10) → (1,1)

(0,1) → (0,1 )

f = a fa , a) + bfco.LI) =
= (a.a) + (o, b) Ha , atb)
-

al momento devo argomentare cheè umano

fchz) - Hg Hg e G ma non è

CARAT.

fantozziano
scambi dei 3 elementi di ordine?

(o
,» → Coo ) 7 (1,0)

fco ,' ) f.Cit )

15



→ ho 3 ! fumano che fissano (0,0)
e scambiamo i 3 al di ardua 2

Occorre verificare che Tutte le 6 fumi
Sono omonnorfismi .

fantasie
= sInn ( s

,) e Io 3

Zcsg)

§ = Inn (§) # Avis,

Basta vedere che ( Autsgl E 6

fa Autcsg) può al più scambiare
-

i 3 al di ordine 2
.

Sg ( t . » →

gagà { Ci 37 → ⇒ C' 23) = Ci 3)Cia)

( 2,3) →
1-32

2 →3
3 → 1

( 132) = (1 2) (T 3)

⇒ ( Ant le 6
16



Schematizzano : 5g è generato dai 2 - cieli

Sg = ( cit) , 0,3) , (2,3) )

Al massimo posso decidere

le loro immagini .

Gli aut conservano l' ordine

degli al → al più posso scambiarli

→ Al massimo ho 6 onvtovnorf

⇒ tant les
D'alto ponte Sse Inn Css) sarà

⇒ Autcsg) -7mi a-§ .

AZIONE DI UN GRUPPO SU UN INSIEME
.

G- gruppo a X insieme

Def un' azione di G- su X è un omomorf.sn

q :C → SCX)

gi-qoci-sg.scg.
"

9cg ,
si

qomo 9gal
a X →X bigattiera ttg .1g

17



Esempio ¥ q G-→ SCG )
gi-3 qg= coniugataG-

è un' azione ( abbuono già visto nelle

prop2 che 9 è Omo e qgà Gigante Pt)

9,4/9%1
'

a

gxg
"

Esempio 2 V K- sp .

q È→ SCV)
7- 9,

v'→ V
v.→ An

-
o -

q G → SCX) azione

9 definisce su X una relazione di equivalenza
x ng ⇒ 7g e- G- tua

qg =p
è di eq Xnx g- e qacx) = X

x - y ⇒ ynx

9g ' =p × -9g , (g)

xny grz g- qgc» 7-
gacy)

18



⇒ z - qencqgc» ) Agi 9g) =

= q cx) ⇒ xnz

Lg
⇒

~ è una relazione di equivalenza suX

Chiamiamo È la classi di equivalenza

orbita c» = { qgc» ( GE E } c. X

X = ① orbctacx ) R = insieme al

+ c-R rappresentanti

Def : LTXE X si dice STABILIZZATORE anke se

St =L GEG ( qg ⇒ 3
Pcp : stc» < G

(in generale non è sgr normale )
Dim: ceste» qèiol

g
est

qgcx ) - X

(9g )-9:c» = g)
"

ex )
t qèomo

Osserviamo one (9g)
- '
= @ (g) )

- ¥91579
,
- i

19



× ' 9g.. 9g'» = qq.CN ⇒ g- testa,

g.LE Stcx) qgc».
- x oggi) = ×

4 è Omo

⇒ gang
È
aol.pl» -9,19gal)

= qq.CN = × ⇒ hgestcx) *

01 : xc-Xh.ge G

9g = Tac» ⇒ 9, 19¥») ⇒

⇐ qq.gg = × ⇐ higestcx )

⇐ gstcx> = hstcx)

quindi
orbcx) (→ atomi laterali d' Stcx)

in G-

9g - gstcx)

Prepose.

G
gruppo finito

'HXEX

(G) = lorbc» ) Istcxsf ( impavida
lorbcxsl 11Gt )

20



AZIONE DI CONIUGIO

X = E q G-→ Inn CGIL SCG )
gi- 9g +→ gxg

"

Abbiamo già osservato che è un' azione

orbcx ) = { qgcx) / GEG} =

= { g Xg" / g C- G} = CLASSE di coniugioDi ×

=
(
se

Stcxs = { GEGI 9g = gxg
-'
ex } =

= ZGCX) CENTRALIZZATORE di X
.

La prop precedente ci dice che se (G- lato

⇒ IGKIGEI 12AM
In particole 1cal / I GI

ti
è mai sottoinsieme

.

AZIONE DI CONIUGIO sui SGTL di G

+ = { sottogruppi di G }

q G → SCX)

g- 9g +→×

HI-sgh.ge
'

21



q è un' azione ( Verifica per esercizio )
che chinavano ancora coniugio .

STCH) = { ge G- / qgctt) = ghg
" -7}

= NGCH) normalizzatore diH

orbch) = { g. Hg
" Igea } ← insieme dei

coniugati
←H .

HEIG ⑦ orb.CH) -1173 ⇐ stCHT-na.CH)
= G-

ftp.onigatiditt =È
# orbati / NE

tess : Ha G Ho G- ⇒

Ha Ucg E i sgr normali

→ Lett sono umani di

PENSARE classi di coniugio

dei propri elementi22



Lezione 03 29 settembre
-

Formula delle classi

G- X = G- azione di coniugio

q G- → SCG )
gi- qg

e Inn (G)

9gal→ gag
"

orbcx ) = { qgc.es/geG} =

= { gag - ' 3g ⇐ g. e Gc f- classe diconiugio

G. = { se } ⇐ gxgi-xfgc.ci oca ZCG)

Più in generale ( Cal / Zgcscs 1=1 GI
11

orbo» ÉCX)

G- EX ) = Ùorbc» =
Ù Cose

XER XER

Se Ct è un gruppo frutto , passando alle cardinalati
otteniamo

1cal

lat -- Éric.ie?zc:i-iEkalxERi2CG
)

23



l'⇐hte⇐⇒Y÷ È!!!
Oss :
a.

HE G
.

H e G- ⇐ H è nuova di classi di

coniugio .

Se H § G H = Ù Ca
scorra

Seth Cto
1 Al = [ I capi =

XERNT

- 1 al
= E 1 + 2 1¥,

=

xc-ZCGXHXERRXG.fr#/lHt=l2casnHl+?.lGYz*/
-

Applicazione della formula delle classi ai p . gruppi
che f- gruppo è un gruppo finito di ordine p

"

( p è primo )
24



1) Il centro di un p -gruppo è non banale

⇐ = " I :*,
81

| paxa.ptP " "

pilates) #
⇒ pliz = lei -21441

XERIL

2) Un gruppo di ordine p
?
è aboliamo .

lei # 12 f. { §,
←ÈÈàÌà
\ No perche

' avrei① takeoff
.

cioè Gfz cieli

⇒ G- a- aboliamo .

ma questo non può ama
perché G- non è aboliamo

teorema;
p primo , G- gruppo funto .

Se p / IGI ⇒ JXEG ordcscs- p .

25



Il teorema è già noto per gruppi aboliamo

Dire 1Gt =p n

Per induzione su n

A- 1 I G- I =p ovvio .

Supponiamo vene la Tesi piu gruppi di oroho

pm 14 mah .

1) 7 Hf G PIIHI ← ltttpm man epenp
valutino f- XEH c'G-

corde»=p
2) the G pt IHI . Uso la f- delle classi

IG ,
← pn

pn AGI = 12 le -2
xei

→ pflzcxsl

↳÷::*
.

⇒ p ! 12 cast tal - [ per
pn

⇒ poiché siamo nel caso 2 ⇒ 2. (G)= G-

e il Teorema vale perché G- è aboliamo
. 12

26



Esercizi su G- un p -gruppo di ordine p
"

⇒ E annunciate sottogruppi normali on
-

ardua ph tt OEHEh
.

AGGIUNTA POST LEZIONE : La dimostrazione fanta mostra che isoyr possono
esser presi in catena -Coe 7 Reso ftp.oltzoohii-G con Halep

"

a His G-
Caso G aboliamo i

. XE G- ordcxsep a common

↳ = G/l» E per Ip induttive G- '

che ha orale p
" - '

ha sgr normali d' orologio
K OE beh-1

Uso il teorema di corrispTra i sqr di G- e
i sgr di G

'

G- G- = Gf»1

IT'TA) c. . - Atto G ,

ÌÈHI G- [ Gs : = [E :#CHI]

( Ita ( =p
'
othan- I

( IT' (Ita) ) = ph" ⇒ ho trovato sgr (normali )
di orow pk Ad Eden

D'altra parte <xp ha aroma p È normale)
CE.genera.ee : per induzione Sun -

h = 1 ovvio

27



Ctz = Glzcg, 1Gt =p
"

man

Per ip induttiva G-
g.
amante sgr normalionoranoph.tt oth E man - z IZC.GS/=pZ

Come sopra uso il Tao di corrisp !

Ho in G- µ
,
ci G H oth En- Z

1

LizIt' (Ita ) = Ha.az/Ha+zl--Pn.z
( [ G- : t' (7) ] = [Ga : 771¥ =p

"
- "⇒

h 7

⇒ ho trovato sqr normali di G di oroh

K

p z e Ken

D'altra pena ZCG ) è un gruppo ahaha
z

di ordine p e quindi contiene topi

normali di corona pe OEEEZ per la
Inerti soyr sono normali

prima parte dell' esercizio _
anche in G perche'
sono contenuti nel centro

DI : Posso scrivere una successione esatta corta
i

×

Q.ie#%EfsmaIaE-Gkca.Fo(0=fA--c-so--Ima-tempo

28



×a-acx,B- o
- . - → Ai Ai → A

,
→ . .

.

e esatti in Ai se Inna = tempo
Teorema di Couglecf
Ogni gruppo è isomorfo ad un sottogruppo di '

un gruppo di permutazioni
In particolare sa (Glen G- è isomorfo a

un sgr di En .

Dim
G- gruppo ECG)

1 : G- → SCG)

g- 9g : § ¥
Dico che hai un Omo iniettivo .

7 è ben defunta ; cioè ocyge SCG )

9g è iniettare per 1.di carne .

è su guai giy- g.
A è Omo

1%9) = 9g.ge µ treno perche
' ¥

"

9g.io?=%9E=acgpacgd=9gI99z=9g/9qYD29



Xè iniettivo bande { ge G) qgeid }- de}
Da

Esempio

74 -7 517%) e- § (a .bg ) Cde)
62

a →b
È 1- 9

,

= io) b.→c

<→a

T 1- qj casa
Ixà dose

e.→01

( 0,1, 2,3 ,4,5 )

I → 9
,

anatra (o, 2,4) (1,35)

In generale G → SCG )

G- = {% ,. . >⇒I'
→ 9gcxs.go4.gbci.goid.geG b. = ora g.

Sottogruppo deviato a abalranizzato di un gruppo

sottogruppo dannato = sottogruppo dei commutatori

←
commutatoreTra xeg

G-
'
= [GG] =L [x. y] / x. YEG 7 dove
[ x.g) = xyx

-'

g-
'

( =L ⇐ xg -- yx )30



Se { [x.gs/x,yeG}
G-

'
= [G : G) = css

Proposizione- -

e) G-
'
è un sottogruppo caratteristi (equidi normale)da

2) G-
'

=Led} ⇐ G- è aboliamo

3) Ho G Ely è aboliamo ⇐ G- 'CH

In particolare GIGI è aboliamo (è il maxquoz .
= aboliamo ance)

e si chiama abeleanizzato di G
-

Dim : ttfe OutCG) f G
'

c- G-
'

f- CG ') = f (< Ss) = < fcs» CG
'

E

f- ( [x.ys) = fcxgxiy" ) = fcxsfcy) fcxiifcyi!
= [ fcxs, fcy)] EG '

(2) è un caso particolare di (3)

(3) GIA è aboliamo ⇒ Vx
, y c- G-

xhyh = yhxh ⇒ xyh = yxh
⇐ I'jiny EH ⇒ sch GIA

[x
"

, y
-
' ] E

31



Lezione 04 6 ottobre

-

Permutazioni :
.

In = gruppo della permutazione su n elementi

{ t, _ _ , n)

• e S i 2 3 Ci 23) 1
3 e a te µ di

2 3 1 l '
2

( 2 3 i )
3←

11

(ssa)

Esempio 5 ' 2 345 67 8 9 10
"o F- ( è 3 i s a 789 610 )

%: ÷: »
D= C' 23) (45) (678 9)C

X in genere non
si scrive

I numeri che non

compaiono vengono
lasciati fissi

Formalmente te Sn descrivere T vuol dire
-

dare l' azione oh
'

T

su Lt
,
_ . ,
n } = X

q G- = < 07→ Su azione di G- su X

ri- o i → oca)
32



Considero l' azione di < t > su Su

data dall' inclusione

orbcsc) = { o?» ( la > o } (orbe» -- Lgxlgect!

= { × , oc» , ore» ,
.
. . . .,ÌÈ , }

( orbcxs temi
,

L' azione lo> su X droide X in orbita

e su ogni orbita o augura ciclicamente

• (orbcx)) = orbcx )

m
,
= min { k > o I srtcx ) > × }

perché i so TKC» = x rt " = rcx)

Sia k il muro tuo otcxsetx
, . ,
È»)

⇒ decise ohcx, ⑨ shek

Allora vale amen
È - hcx) = × ELX , _ , ok

e per la minimalia di te si ha h - 0
.

Def Si ' dice ciclo di te su l' orbita

di un elemento + e LT
,
-

>
n) vista

come insieme ordinato
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Data T → ho le sue orbite → le guardo

come insieme ordinato ( *
, ,

.
.

,
o
" )

il
ciclo di t

fossi : Un cielo di lunghezza k ha le sculture
- -

K - cielo

( posso scegliere arbitrariamente il 1° el )

OSSI: te su è determinato dalle immagini
di 44

,
- →

in } ⇒
'

a determinate dai suoi

cicli

0 = ( i 23 ) ( 45) ( 6789) esso

% = Ci 23) 6
,
= (4,5 ) si

,
= (678 9)

% ,
te , t,

e Szo T 4 -35
<

5 → 4

i→ i fitti, 5

[= Io te ot,

Def : Una permutazione si dice ciclica se ha
un cnn.co ciclo non banale

.

Ossi
.

.

cicli duogiueti commutano

• L' ordine di una permutazione ciclica
è la lunghezza del suo cielo

→ A
• = (×

.. . . - Xa) Ord t' k
-
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ok = lol e se date tdcxs = Xo,#1

Preposizioni Ogni permutazione si scrive in

modo
" unico " come prodotto di cieli disgiunti

come composizione di permutazioni
cicliche che agisco su insiemi

contagiati
"
unico

"
= a meno dell' ordine e della cacchione

dai cieli

Dim : sostanzialmente abbiamo già detto
tutto

→ i cicli sono le orbite e prendi
.

Sono cnnioc
.
determinata

→ cieli disgiunti commutano .

Corollario : Sn è generato dalle permutazioni
cicliche

.

Esempio

§ col 1

(a.b) 42 cieli e-Trasposizione (f)1 ! = 6
( a ,b , c) ← 3- cieli (G) 2 ! =P
( a } , e, d) ← 4 cieli (4) 3 : = 6

← 2×2caracca)
(g) (E) 1 ! 1 !! =3

#loesnlkaà3=GbÉ=(:k
Scelgo la - alema

'
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0=42) (24) E § 2 -74 -74
°o° E 4 2551

F- ( 24 1)
1 -7172

Esempio : # {te {
o | r è di tipo 2+2+2 -14+5+5}

- -

→ 4 cielo

F- t.EC
, p 4,22
-

ti 2 cielo
~

5- cieli

= l%%?"" 1¥13!Ì"
- 2 !

Proposizione 2 : te su te te . . . ora ti cieli

disgiunti ⇒ nord t = in cin ( orai (Fi)?? ,
= man ( lunghezzeC»)

. . la

Dim : ti è li - cielo

oralo
,
= li D= [ li , _ , la]

r! ( r. . . - già %
!
. . . E
'
= id

" I " sono omogenea la. Id
commutano ¥ li

mordo / al . D'altra parte o
"
= io ' = %

"
-
- tra
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e poiche
'

l
'

ti sono disgiunti
'

necessaria

[
"

= id Hi ⇒ li = orari In Ki
"

D= [ E
, _ ,
la] In ⇒ dem da

Proposizione 3 : Le trasposizioni E- 2 ciel) generano
In khz 3 .

Dim : Devo mostrare che ogni permutazione è

prodotto di trasposizioni ( in generale non disgiunte)
Poiché ogni permutazione è prodotto di cicli .

alesgiuti , basta vedere che i cicli sono Tutti

prodotto di trasposizioni

(t
,
_ _ , b) = ( Ita) Ciak - D . . . . -Ge )

è > k /
-

~

i →i
i →i

« e) Cheti)
i sk i → iti i → i → 1 → nei → in

Cile)k → I k → te . . - → le →1
④

Iss : la scrittura di una permutazione come

prodotto di tasp non è unica

54 ( 12) (2 4) = ( 12) (34) (34) (24 )
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La prop seguente ci mostra puo' che è fissato
la parità cioè se o si decompone come

prodotto di ns trasposizioni ogni altra dee .

come prodotto di tasp ha un muro ditasp
con la stessa parte

ftp.sizaa-4 : l' apple.com

sgn E → HB
- rara»

ti_ sgn =

Il -
e- j

l'Eicjan

è un omovnorfismo di gruppi .

Inoltre se rothasposiznone ⇒ sgnco) =-1

Ossa: : Auesto dimostra quanto detto sopra .

+ = t
,
. - - tu ti etasp

sgn i = ttsgnctr) = C-Dh

Dirmi sgn è bene defunta aoà

sgn
Mi)-No,

io
e Ita)

Al denominatore ho tute le coppie l' -1
'

E anche al muratore perché te bigeitwe può
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Cantone può l'ordine ( n - j può comporne conti
o come È - j

Sogni è Omo .

-

sgn (rot) =
IT tetti) ) - rete») tc» .tn )
- - =

'"I tce) - tc» i -5

- tu) -TG)
= IT ottentotto 11 -
ieri tci) -TC» ici i - j

-
-

Sgh Cr )
Sgnct )

• = Cab) osgn (a.b) = - 1
-

f- amoerro per le possibili coppie lei

• di .is ridato} =p neri resti I = 1

.
a} ( di ,b3) rido = i

e- a e- a 3"
•Cb) - sole) a _ i
- =
-

=

b-i b.i i- b

• List {a.b} stiano = TE = -1

a-b a- b

⇒ sgncab) = - 1 DI
39



Def una permutazione siano PARI se sgnco) = 1

Eruppe
alterno

D'spari se sgn = -1

Ana boecsgn) = Loesn I ripari )
Canosa lcanl =L!

Ian ± kg
a

Oss (%. - b) = (i k) ,
K-D . - ( Ia )
-
b- i Trasp

⇒ Che la - cielo ai peni sakè dipani e viceversa

Classi di coniugio in su

teorema

Due permutazioni di En sono coniugate E

hanno lo stesso tipo di decomposizione come prodotto
di cieli disgiunti
Es : sa Cciz) = { Cab) Èsa} (Caaf (%) ! !
G.→ = { c' e), c'3) C' 4 ), (233 (24 ), 4 ) )

= 6

Dtm : =D te ( a
,
. . . an) ,

t e sa voglio veder

che tot
-
'
è ancora un b- cielo .
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Tca
.) = bi Allora tot

- '

= ( b, _ . ba)
bi # bi sei #A t bi → b

" ,

perdé Tèbigettwa . bi aIIa
. bit ,

× #bi fi a sx ho tot
-

'

cx) = TÈC»⇒
un

# oh, - , ah

adx × →×

In generale E SI . . - tu ti = bi - - ero

tot
"

= tot
"

tot
"

. . tot
"

no no

↳ - cielo terger
• di tipo te

,
' + by

tot" tipo te
,
+ + bar o

← r : Ca, - - .ae) ( b, . . . bs ) - - Cz, . - ¥)
t t t , l l l

f- (
a! . - E

') ( b
,
-
- bi) . - Cz

,

'

. - ¥)
sono permutazioni dello stesso tipo .

Voglio trovare T E cue tot
- '

=p

-1dg, t defunta da tc an ) = ai
+ ( be ) - be

'

t'È
. ) = E

'

e eventualmente sugli altri al completo
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Verifico cw tot
- '

=p

ai a.
⇒ a.

+.

a! aita!
Da

Esempio sia t= ( 123) (45678 ) 3+5

f = ( 425) ( 9,10 ,
137) 375
> s

t = (
l 2 3 4 S 67 8 9 io li 12

)4 2 5 9 lo 13 7 6 8 li 12

to t
-

'

=p
Lo so gia

'
ma lo controllo xes .

C- = ( IIII ) ( 3 5 io 87 )

T
- '

= (6941) ( 78 lo 53)
( i 69% ( 3 Ìs io 5)

tot
-
'

= ( 1496) ( 3,5,10,87 ) ( 12 3)(45678 ) ( 6941) (78,195,4

= (42 5) (9,10 , 13,7 )

corollario:

4) Il numero di classe '

di coniugio in { µ
e
'

uguale al Numero di partizioni onu

2) H c gu Ho Su ⇐ contienetutta la permuta
di un certo tipo o

nessuno .
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Lezione 05 12 ottobre 2020

-

Se C
,
e G
,

sono gruppi € × Ga gruppo con

l' operazione fanta camp per componente
X PRODOTTO DIRETTO

747 × 54 a of I
,
c' 2»)

, p = (T , c' 423 )

top = ( Ita , c'2370483) ) =
= ( 5

, ( 1432 ) )
Es 74,2, e 24¥ Msa

teorema G gruppo
H
,
K § G tali de

(1) HK = G

(2) Hak = Le }

⇒ G- e Hxk

Oss : . Ricordo che se H
,
K a G- in generale HK non

è un sqr .

HK E G ⇐ HK = KH

t
se uno ha K a H ci G

questa rp è sempre verificate

- H xk < GXG
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i Se ho 2 gruppi G, e Gz e costruisco

G- = G
,
× Gz Ha G. x te» o G

K = te
,
} × Gas G

Hg K e G verificano le up del teorema

⇒ E = Hxk

Lehman H
,
K o G-

,
HMK - les ⇒ Ahahah V-hehttb.at

" in

qkeibi ' = cameristi
'
=L ( brik) ehnk -19

uno su

c- K K -

- EH
c- K

Dim : sua

q : Hxk → G

Ch
,
b) '→ hip

a e- amo : 944! ) (E. ka)) = q (( Ehi , b.lei)
= hahahah , = h.by hak

,
=

T

Lemma

= q Ch.! ) q Che
, ka)

q è su : per G)

4 è iniettava : bug > { (G.b) I qq.la?--hk=e fa
= ( e
, e)

7-bile e
+

per (2) 13
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Esempio / E / =p Dalla formula delle classi

avevano ottenuto che G- è

necessariamente aboliamo

74pA, ikpà 42
Dico che G è isomorfo a uno dei due gruppi
precedenti

→
Ct acheo ⇒ E ⇐ ftp.z

→
E non ciclico ⇒ Tutti gli al di G- diversi dae

hanno ordine p .

e # e G Hex , o G

[ ciclico di orane p
⇐%,

y e Gilx > Keys a G
+
ha aroma p < y > 7%2HAK = Le} (2)

↳ è un sgr di H che avendo ardue p

ha solo l' sgr banali a
te#H

IHKI = IIII -

- II. E
HK = G- G)

⇒ G = Hxk ⇐ 2%+72 .
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PRODOTTO SEMIDIRETTO

Def H
,
K gruppi e suo

q : le → Aut CH) omanorfismo

→
b. i-7 Gia

qè un' azione di K sett

perche Autcttss SCH)

Si 0ha prodotto semideserto di He K via q

HXGK f- KX H )
9

il prodotto cartesiano HXK con l' op definita
da

Chia) (e
'

,

bi) -- Chagall ) , le *
tre

poesie : HXQK è un gruppo

Dim :
- L'operazione è ben defunta

" " associativa ( fate la verifica)
El neutro (e

# , eh) «eh L
a

( e. te) le# ,
e
,) = ( h gate) , Kee) -- (he" , b)

(eh , e , 1h
, = (9+9%7,14)=(9+1,4)--4, b)

9 = id

et

Inverso cent' = (giachi ) , bi) . (gioisti)46



(e. te) ( go.ch
"

)
,
bi ) = ( ÷ ,

e
.
)

e
9. ( go.ch

"

) ) =L qq.ch) -- hh
"
-
- e
#

( qg.ch sk
"

) ( h.# = lea.ee)

grilli) qr.ie) ; chi , Ch' 4) = 9*4+1=7
già ,

C- AUTCH )
•

Oss :L : H Xqk è il prodotto duetto ⇐ qjiof.la
.

a.

Ho prodotto dentro ⇒ ( h.la) (h
'

,

ti ) = ( hqyfh) , kk
')

' I

conti
,

kk' )

⇐ tkek Ahah ↳Ch')Ù '
⇐ Abete

chiuda
Ossa : I = Hxte

,} Te = le
#3 XK

II
,
F- a G-= Hxqk

( an , e» ( e
'

, ed = ( ohqe!
"

)
, era)=(ha:D

(e
# f) (enti ) = ( e# 9,4µs , kk

') :(¥ kk
'

)
toi vede anche che sono cinesi per inverso (FARÒ
IT o G in quanto H - kart dove
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IT : H Xqk → K amo

Con
,
b) '→ E

ti amo Tfr » ( e', k' )) .at/hqIei),kbi)
= kk'

=
IT ( oh

,
ttceik' )

K in generale non è normale ( lo è solo se il

prodotto è diretto
. Infatti me quel caso

potrei applicare ateo)

III. = E ttre-e-cex.ee)

teorema sia G- gruppo H
,
Ks G HOG tanche

(a) HK = G

(2) Ha K = te)

⇒ G- = H Xqk dove q K → AUTCH)
K - q. @→

khb;

Oss :
§ è la restrizione al sqr H dell' aut

.

interno gi-b.gr
"

( poiché Ho G-
adH

le restrizioni ogni al di Inn (G) è un

AUTCHI ) 48



Dim F : Hxqk → G-
→

questo è (5,4) 1- HD

Up - s . esterno

F è omornorfsmo :

F-(anch '

,
bi )) # fhqalà) , kk

') =

F ( e Keita
"

,
Kk
' ) = hkh#L'

= hk L' k '
~

Gialli) = Flat ) Fca:b' )

Fèsungattwa per (4)

Fà iniettivo per
ca) bene { CI .la) ) FC2.dk hk - e}

= Les
IL =L"Ha EK MI
-

Esempio {±Anx«%
He can o su gnomi che knsgw
K= 4,2)

HK Csn perché Ho Su e a

can is can < c' 2) 7 E su/

te
. »
E

-
è un sgr di nuance

2 ⇒ è un soprnsay
Per il tuo 2 ho su ± Anno <Cia »
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Chi è q « 9,2» → Aut (An)

lo dice clt 2 C' 2) 1- qq.jp-c'a) pari
e↳ col

→Esempio : ( du ± 24,7%2
-

la passo sotto intendere

Drillr, s It' = SI id , su .si's}> tiene conosco l'opindn

< r > = H o Dn HERA,
<SI = K

HK- Dn Hnk = and} ⇒ Due HXK
" 9
{ id, 53

q : es > → Amica» = %; ← £ : ÷
S 1- qsri-ssrs-i-srs.IR li

'

S ha ardua 2 ⇒ Cfs ha ardua che divide 2

⇒ Cfs = tal ←
otterrei il prodotto dentro

{
qs

= r→ t
-
' è un prodotto semidura

« vero" ed è quello
che definisce Dn

Se in Aut %
,
ci sono altri elementi •1
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corona 2 ( ad es se Ant (%,) E ZGÉe%x %)
posso dafne anche altri prodotti semi amante

74N da 142
Rimane il pbl di vedere se danno o no gruppi
isomorfi .

Esempio Gruppi di ordine pq q > p primi
{ G- I = pq ×

, y c- G- ora = q ordy)=p
(Candy)

H = sx> o G perche
' ha indice p con p il

più piccolo pruno che
divide I G)

alternativamente posso vedere che# è canaio inca

perché è l
'

muco sogr di quell' ordine

se H '
a G I# ' l =p se fosse Httt ' Hattie

IHH
' ) = lH =9 = of > pq

IHRH ' ) 1

Ho G

K = < ys HK = G
,
HRK - le}

⇒ Ogni gruppo di ardua pq è prodotto
semiamaro G- = H fate
Per classificare tutti i gruppi di ordine Pg
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dobbiamo classificare tutti i possibili prodotti
semidotti 24=424, a meno di

isomorfismi .

anco amo q : %, → Aut ) e 24£
Uso la notazione moltiplicata

± %-12
so,
#

qp

q : <y > → Auto» ± 24%-24,
yi-→ q

,

«→ xl

Per dafne q sul domma (ciclico) Lys basta

assegnare qy con la condizione ordqg.IT

qy e Ant « ×» che ha aroma q -1

Se pt qua l' unica possibilità è qg
ad

⇒ 7 ! gruppo di arduo pq #gz
-

← prodotto diretto
se plq.io" 9g - tip ← ho poi sente pe

9g che danno

prodotto semi duetto
vero
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Osservo che ordqy = ordz,¥
,

9
,
a → al qg

'
=
al

ordcgy =p ⇒ è = I (9) (⇒ ora l =p

La p- i scelte per q danno tutte gruppi

isomorfi quindi se f) q -1 ti sono
esattamente 2. gruppi di Orano pq
a meno di isomorfismi . Infatti :
G
,
= < × > Xq < y> Gia > *yfy )

4g
Che Xl orale=p

4g cxiex
"

orda =p

< e > = < 7 > 1=7
"

ocrcp

⇒ F G
,
→ G-

=

se 1- oc

I 1- yr
Inerte defense un isomorfismi

G. = < x. y 1×9=71 yxy
-

' exe)53



G. = s x. y 1×9=9 yxy
-
'

ex
"
>

{
' ÷: : ;÷:

Basta vedere che F ( y x g-
'

) = Fcxe)
"

✓

+ eFcyxy
") = Fey) FG) Fcyt

'

-_ g
"

× g-! × ⇒
un

G-
a yxy

"
=#

= Fcx)

Inerte garantisco che F ottenuto estendendo

l' assegnamento se→ se è un amo
.

yhsyr
È
poi immediato vedere che è un isomorfismi .
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Lezione 06 13 ottobre 2020
-

Ricevimento tutor ( Luca Canarini) Venerdi alle 16

Prima dovete inviare gli esercizi ( istruzione sul
canale tutorato sui Tears )
-

Teorema di struttura per i gruppi abehani finiti
da G un gruppo abehano finito , allora G- è

prodotto diretto di gruppi ciclici , cioè

G- E 7% , × _ . . .
× 7%2 -

Inoltre questa scrittura è unica se richiediamo

che

"
ex,
lui tt i = % . ,

su

SCHEMA DELLA DIMOSTRAZIONE

Sia Gcps = { GEG / ordg =p
"
be IN }

G-Cps p - sottogruppo di Sylow oh G

p - componente / componente
di p - torsione

- Gap) è un sgr di G- perche
' E- èabolan

×
,y e

G- ocxy) / [ ocx), ocy) ]

- G- Cp) è un sottogruppo caratteristico di G
.

( gli automatismi conservano l'ordine degli elementi)55



Teorema 4 :
-

G gruppo abetaia latenti. . . pses
(pi primi 2 a 2 distinti ) ⇒

G- e Gcp» × . . . xctcps )

( G è prodotto diretto della sua § - componenti )

La decomposizione di G come prodotto di f- gruppi
di ordine tra loro coprimi è unica

.

teorema sia G un p -gruppo abehono .

Esistono e sono univocamente determinati % . . . , rz

tua rima. - - art e

G- ± 74¥, X . . - × 7%72
Teorema 1 + Teorema 2 ⇒ Teorema di struttura
-

ESISTENZA
T2

G- È Gcp, × . . . .
× Gcps) È

%:* " - - "% e
'

- . .
.
. .
-

-
-

-
% 7 . - - - - 7 f.

ti

%;⇒ × -
-
i × %pÉsz56



"

È 74
È:p;

" -
-

. xzy
È: - pie

- -

no "
e

dove t - max ftp.fs } e pong I.*
eo e liti

Chiaramente nel ¥
. .

I - - - ln
,

UNICITÀ segue dalla nanetta del TT e dall'2

( se avessi 2 decomposizioni di G- diverse con

con ardui che si dividono in catena ripercorrendo

gli isomorfismi sopra al contrario avrei 2 diversa

dea per Ctcp) o per G- come prodotto

di f- componenti )

Esempio: ① G- ± 7%0×748×746 ×#se

± 7%+74.5×7423 × 742×743×743×745
= = = =

= =
=

G-Cz) G- (37 GCS)
- - -

±
s × % . " 4) + (43×24)×44,2×24±

= = =
= =

CE 74%5×24?» " %
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③ Classificare i gruppi abbaini di ordine 1000

1000 = 2
>
. 53 C- = fica) × G- Cs)

G-case
%» G-Cs) = 7453È::* l'÷:

Inani sono
,
a Meno 0h

'

l'soinorfisrno l
'

gruppi abelnaua
' 0h ordine 1000 ? 3.3=9

Dintorni : I Glen =p,
"
. . - PI

.

.

Per induzione su s .

Se ⇐1 G- = Gcp.) V

Altrimenti sua 572 n - mm
'

con man

m' en

⇒ Actea notazione Cm
,
m' 3=1

additiva

Aso il Tt di ieri
H
,

K
4

in G. m' G GG (ovvia verifica)

G) MG + m' E = G ( aka G)

(2) incarni G = Lo } ( Hnk = Lions)

(mm' ) =L f Gh' EI E che mh + m'L' =L

V-gc-G-mhg.im ' L'
g = g ⇒ genet m' G
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Sia × a man m' G

+ = mg
-

-

m' g
'

g. g
' EG

m'× , m'mg = O
un ⇒ ora ( cm ! m ) =L
n

in > = mnig
'
= 0

⇒ xeo

Osserviamo che in G- = Gm; { GEGI m'go}
m' G- = G-

me Lge G) mago}
m' G- E Gm m' × C- Gm perche

'

It' g=0
n

Xe Gm in x-D

× = rnhx + m' L'× ⇒ × c- m' G- ⇒ m' G-Gm↳
III.

GEG-mxem.tt/opheoa Gm e Gm ,
l' ipotesi induttiva Iucn

( Gm)) Gm / c. IGI padre Gm contiene tutti e soli gli
al di C- di ordine

che divide in

Gmt 203 per Candy dato

⇒ Gm , § G e viceversa .
Che the man

Gi ftp.IGmi-TGCpdcouIUJ-H .;D I =D cnn.in ' )-1
SEI

⇒ f- ± E ×
. .

. × E
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UNICITA
'

: La scrittura come prodotto di f- componenti el
linea perche se avessi

G- E Ha × . .
- x Hs con Hi fi -gruppo

HICG
Hi EGCPDT ; III.ioni ordina potenze on pi .
ma 1Gt that . . - lhst-IGCP.si . . - lgcpss )

⇒ that IG 1 ti ⇒ Ha = Gcp.) fi .
Ma

Dim Teorema 2
-

:

ESISTENZA ( G)=p
" Per induzione su n .

net IGKP G- ± 724oz V

Sua ×
,
E G un elemento di ordine massimo ordx =p

"

se ↳⇒ ⇒ G- ± 4pm,
Ian Gf

»

ha ordine p
""

< p
"

Per ipotesi induttiva Gf
»,
= 4¥ × . . × <¥?

Sua ora è = p
"

47 . . .
- - 77

arte + atto Cafè , - -sazie )
T : E → Gf,> ± Ex , > × .

- x

Voglio ricavare informazioni per G- .
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Lemmi Nelle ipotesi sopra .

Sia Te e Ctlcx»
⇒ f YETÌE) tcne ocys = out )

(Attenzione questo fatto in genere non vale quando
faccio un quoziente qualsiasi
* 74oz HEY

,»
⇐ 7%2

1 → I
← ha ordinato

l' tkp ha ardue pait
- "

cit) = { 1-tkpbrj.pe
Abete p

2mi sto qnozientaudo per un elemento di| ordine massimo ! )

Dim Lemma : T
- "

cit) = oc + <xp ay

g. = Xxax, ttcys-ttcxse.sc
-

p! ordttcy ) = Ord CI) lord y prenoti èomo

Dico che posso scegliere g. ( ecnoè an ) in modo che

0 -prg = prxxprax, ⇐ prx = - fax.
ftp.x» ⇒ ptx.biz
Ora X

,
ha ordine massimo È resa

0 :p; =p
"- "

prx =p
"- rbx
,

ma ora#=p
"

-
→

⇒ ptlb b. =p
"

bi
.

Basta scegliere a =
-bi

g. = X - b
,
×
,
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( pry = prx - prb, # =
bx
,
- prb, x. = 0 )
-

Da
b

Per il Lemma

] Xz , _ . , Xe E G
T che ocxe) = o = pri

Dico che H = <Xz , . . , E LX» ×
. .

- X

IT E → Gy E × . - + e

<⇒

IT
, #

H → sta ×
. . < Is è uniso

La suageitwutè è ovvia

T ( aaxà . . . + Exe) = (a.Ì , - - , aèxe) e- O

⇒ ai = o ⇒ peritai ⇒ aixi-oki-I.at

⇒ H e là» × . . × <⇒

± < ×» ×
. . × < xp

Dico che G- e <×» × H (e cx» xcx» . . xcx»
G) < ×» + H = G ,

a) sx» MH = Lo }

ca ) ge G g- e%»
⇒ g- = a.It tax

⇒ g- fagiani + azz) ELX»

I = 9×1+9 , Xzt - - -+7¥62



(2) DI = Ajax tolte

applicati t

O = aitri +7¥ G-
↳Ettcx»

1=2

⇒ ai = o cp
" ) Hi

'

⇒ a
,

O

UNICITÀ : Per induzione Sun (G-lap
"

nei G- e- %, ✓
G- ± 74¥ × . - - xzf.ee?4p..X---xZfra.
47 . . - pre 4,7 . . . > kg

lt-IGp-fge.CI/pg=o} poiché gli iso conservano
gli ordini degliel

§ ± (%# ± ftp.ds ⇒ e-⇒

Consideriamo il gruppo pe

E- ± × ¥.si - - " 7%
lpGfph.tt
posso applicargli

± 4dg} Y -
-

- + ftp.y,
l' up induttiva
⇒Ha dae unica % - i = te

,
-1

, - -
- , f- i =L, - I

E- k. . . . . t.bz TE
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Lezione 07 20 ottobre 2020

IL TEOREMA DI SYLOW

Dato G gruppo finito cosa posso dire dell' esistenza
di elementi ✓ sottogruppi di un certo ordine ?

- HEG ⇒ IHIIIGI tali Lagrange
. ttp primo PIIGI -7 XEG oh =p T di Cauchy
. E acheo Hall 1Gt ] «E G- ocx) =D @ ciclico)

• Il fatto sopra vale ⇐ C- èaelco (delG)

. Se G- è aboliamo ¥ della) J HEE IHKOL

G- Gai . . xcip . letp! . - pi ' pipi
d-pi. - pi

ai
Hi J Hp

.

.

E Gp
.

. 1¥! =p:

§ ' 74% ' - - +%; Eni - e .
È chiara l

'

esiste di sogni di ogni ordine

( Es : IH! =p
"

Ctp ' %p% > 47×2%2
posso panano Hp = ftp.ozx#pso, > È%% )65



dato che G- è aboliamo

⇒ Hp, - - - Hp . < G

Inoltre i

Hp, . . -Hp
,

e ftp.x - - xttpr
perché ftp.nhpi-tes
⇒ lhp

.
.
. - Hp! IHpi-tpii.at

• Se G non è aboliamo e. all'G) non è detto

che G- abbia sgr di ordine al
.

Ad esempio che
,
non ha sottogruppi di ardere6

( chat = ¥ =
12 6112

Se JH seta IHK 6 ⇒ Haha
,

Per Candy fx e H orde 2

« = Cab) Ccd) → Clcaacx) CH perche
' Ho#

e quindi unione di classi di convegno in Hq
Cl# a.b) (Cal)) = { c' 23947, c'3) 624) , c'4) (323}
( per controllo - inutile . 2# (2) (34)) aha 8 alema"

TROVATELI )
Poiché ( ll aibccà)} ) =3 ⇒ lluffabkcod3-ll.se

,

hcabsccod}
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Se Ha d-
4 ⇒ H > { e, ( IDC347481124), casa»}

= V
⇒ V < H ma 476 → assurdo

Def : G gruppo funto , p primo lctkpm nei

Cmp)-1
Un sgr di G- di ordine ph si chiama

P - sottogruppo di Sylow .

Teorema di Syhow
G gruppo finito 1Gt =p

"

m nei cnn.pk 1 p prima

ESISTENZA: Ha
,
1 Eden 7 HE G- (HK µ

INCLUSIONE: ¥ 1 Eden- 1 ogni sgr di ordine Pd è contenuto

in un sgr di ordine pt". In particolare ,
ogni pnsgr è contenuto in un p-sgr di Sylovv .

CONIUGIO Due qualsiasi p-s.gr di Sylow oh G sono

coniugati .

NUMERO sia np= # dei p
- sgrohsyhow oh G-

⇒ npf 1Gt e np e- i Cp )
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Dire: ESISTENZA Sua che > { Xga ( # X =p
' }

Sottoinsieme a

annoiare;D!! ;÷i
p
'
- I

primiOsservo che pt it - infatti
mi p

'
-
i

Fiat
,
. . :p
'
-1 ordpcpnm.ikordpcpa.ij.org!

(se pti ⇒ pmhm - i ep
'
_ i non sono diuisetneipap

se e pbij G. D= 1 ⇒ b. < a p
'
-i-p-pj-epqi.is)
-

non onvprnp )
⇒ p' pivot
macho ⇒ greche ttgee

Posso considerare l'azione di G- suIIa

p c- → sera)
gi- gg

M → gm
Individuo il sgr di arduo È come lostabilizzatore

di me al di chi
.

5

che = ① orbcth)
1=1
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Elliot . iorbcr.it .

In
⇒ Ii tare p

" -"' + Iorbcrhll = -

lstcm.si/sTlMd)

⇒ p' / Ist CNN.at ⇒ top
'

[ voglio mostrare che ISECM;) ) =p
'

D'altra parte scemi la funzione
STCM) → Mi è iniettare

y 1- yoc yoc-if.sc#f=f,

⇒ t-lstlte.SI ⇐ IM) =p
'
⇒ t.pl

STCM
,
) è un soprani ordine p

'
.

INCLUSIONE : S p - Syhow di G- / SI =p
"

HEG I Htp
'
. X=L classi laterali di Sing)

( Xf [E :S ] = pnmlpn.am
Considero l'azione di H su X dato da

q H → SCX)
h 1- qa gs→ Lgs

← txt - È lorbcg
.

= È :[ poi69



Poiché ptm 7 i

tcneai-o-aorbcgiss.bg?3StCgrs)=HV-heHhg..S=g.s
⇒ Ho gisgi
-

H è contenuto in en f- Syhow. è unp-sybwgncnlg.sg.it- Isi

2.nesto dimostra la parte CONIUGIO . Infatti se IHKP"

⇒ HC qnsg; e poiche
' hanno la stessa corda

⇒ H -
-

g. sgi
'

Lemme Gp - gruppo HEE ⇒ Naca)2h

(visto a esercitazione)
.

Ht =p
'

den-1 HE s ⇒ HE NSCH)
considero N¥ è un f-gruppo non banale

per Cauchy 7 × di ordine p .

Per il teorema di corrisp .
It
-

"

Cat» e' un sgr

htt
di Nsctt) che contiene H di ordine p .

NUMERO np= ftp.sgrdisyhow = [ G- : NGCS)]

Infatti Ha coniugati di S = IGIISTCS) ) dazione di11 Coniuga
Il# p . sgr onsybw Ngf»
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⇒ npl lei .

Sia lo :S → § (X ) ftp.sgronsaaj
s - q

,

H → s Hs- '

lo ha unica orbita banale orbcs) - { s}

.
orbis) = { SI è ovvio

se orb.CH) =L shs" Ises} =L#3 ⇒ shs A
#se 5

⇒ scna.CH)
SH c. Nach) ( He Naca) e Sharon)

ma questo è assurdo se S #H perché

ISHI = is =p? p
"

(salti
, ¥

=p
"-Fiat

b.cn

Dalla formula delle classi si ha

hpelxt.FI/orbCHr)lxlorbCs3/=pf- 1un-
poi #1 = 1

" pet Cp) ④
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Corollario : C- aboliamo finito . KPIIGI Cgil# G- loc»# re}
⇒
. Gp è l'unico p - Syhow anca

•
C- è il prodotto diretto dai suoi p- Sy low

C- e- Gpf . . × Gp . fakttpi "

Applicazioni
Classificazione dei gruppi di ordine 12

12=22.3 Syhow 7Pa
,
P
,

Paz 2-Syhovu lpatg
P
,
=3- syhow IPad»

G. Pap, ftp.ps/=lPallPs1lEnPs)=Ifek)
Almeno uno

Tra Pa e Pg è normale .

Se P
,
o G v

P
,
non è normale in G- hg# 1 B) I.3 h

,
(3)

↳ = SÌ nè4

ci sono 4 3-Sylow e prendi 8 clan di ordine }

⇒ 4=12-8 al di ordine # 3 → costituiscono

l' amaro 2 Sylovv ⇒ Pao G-

G- =P
,
P
,

e unoTra Paap, è normale
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⇒ G è prodotto semideserto di Prep ,

Pga G ⇒ G- e Pgxpa

pagg ⇒ G- E pants

Pse kg, TI = { "44x4,
PAGG 2/4%2/3 → q 743,→ Aut 744 e 7422
-

1 i-7 voi

→ solo prodotto diretto

2/4×743=-74122

(742×24)×443
4:21, → Aut (24×24)=5

,

-1 →
col → %>742×743=24×26
2 al di ordine3

ho 2 scelte per q con Clct) di ordine3

queste due scelte danno gruppi isomorfi
(si vede clonare per i gr di ordine pq )

ARGOMENTO BELLO : G- = 742×24%2/3 q non banale

G- ↳ sa, ⇒ GIA
,

Ha
[

+
FACILE

E
agisce per coniugio su

4 3-sylow . X - Lps , }! ?
"

,

p;)
¢ G.→ SCX) band =Lnoi} ESERCIZIO
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aII'd)

Pg GG 743424 44,→ Antri
,EZÈEZI

è → noi 74
12

Ì → -io

743×444
74,424×742

µ»

q : 4×742 → Autres ) -- ttid}
<×) xly ) →
id
,
×
, y , xy

-

→
2 al di arduo 2 - io)

lol ennel di corda → io )

4 ×
⇒d cxsxcy> E 742×742

Cf - id
y < z > 2743?

9 = - io
ay

Z = Gocce)= XZX
-

'

⇒ × commette con Z

È ycz) = yzy
"

sy.az/yI1z7Lyzy-i=z-i)
=-D

47 3

Ìi xD,=D6
74% , % >% , Ag , Dg , 743×24 .
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Lezione 08 (Esercitazione) 26 ottobre 2020

Gruppo dei quaternioni (unità dei quaternioni )

Q
,
= si .si/eItgEiia=ysis

Ord i = 4 ci > ha ordine 4

ordf = 4 ⇐ ordf! Otto = ordite 2

( 2
, oroly)

Qg = si> sjs

lei> sjsl =Killa = 4 = 8

f. i> naso i
2

Qp : { 1 , ÷ , iii. e
'

, f. si , is , e'g)
÷

<è ? -- < si > ⑤ Qp o

di
ordine 2 ed è normale per verifica diretta

⇒ < is a ZCQ. )
ln sottogruppo di ordine 2 è normale ⇒ Ha ZCG)

H -

- tre hjghg-L-ttttgc-G.ghg-teh-sghgi.IE75



Dico < è> = ZCG )

Infatti togliti e in gruppo non abelan

← No perche
'

p- Gr
di ordine p

' 12 I
← no Glzca, _ - -

Pd ← No se non è @

Qg non è ab padre ingessi agii

Qp ¥ ④4 perche
' hanno un diverso numero

di elementi di ordine 4 .

ig-keE.se ←
e'=p:b

'

⇒Età-1

Gatta , Ii , tg ,
Ita } sia

. .

-

\ .

- a- è b. = iI b. I
- è =D

- y =p
'
_ b- = PÒ ←

* cisfeaig-gsig.ee/ se→ i
4 g.→ si
e gIi eg - s' è ×

"
→ i'=L

← ! →II:
- 1

Ordine elementi
1 or -IL

- 1 ora 2
,
è
,

- e
'

, p , - I ,
le
_
la ardua 4

questo mostro Qp IDA, f 0-8 è un nuovo gr| di ordini ?
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< - I ) = ZCG) è caratteristico

< i 7
, 217 sta> Sqr di ardere 4

< i >
,

< a > sta> ci 08

< 13
,
Q
,
ci Qp

. ④
se
è un gruppo non aboliamo che solo

sottogruppi normali

. Qg non si spezza come prodotto sonnolento

415 # Ha , Ha CQ, Han Has 2C

'

Esercizio gaeaaa Q
,
→ Glace )

Gaeta)
i c- ( e

_ i)
s
- f. 4
( r - lei Ena
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Classificazione dei gruppi di ordine8

A-Benatti 148 ; 24×742 ; % >% +24

NON ABELIANI • Ci ha un el di ordine 4

Un gruppo con Tutti al diordénzè dubitiamo

a .be E aItre a-à
' b-b-

'

abà
'

b-
'

=
ab ab ← (abita ⇒ Gob .

• e G- orda = 4 caso G perche
' ha

indice 2

GIA
,
= { < a>, ba'a>} BEG

2
1

ÌE la> b = { a , a' e- no perché altrui
le
2 O (b) = 8

2

b. = 1 beat

•
ahi 611 E- =p 1. a. è, è, b ,.ba ,

bè
,

bè )
- -

<a> bla>

⇒ G- E sa> xcb> ± Da
9

qcb>→ Antea> e- Rijeka
b. → q a. →à

'

b

• ahi b. =è bontà:{ Norreni G- non è
a.2

ahaha

⇒ b. abitato FTÉQ, as
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Esercizio Determinare il minimo nt che Qgcssn

Sicuramente ne 8 pm il teorema di Congley .

54 , Ss ,
§ , sa §

| sale 2? 3

dual è la classe di isola 2-Syhovv di Sq ?
D

-
4

Dn ↳ Su mondo RED
,
nella corrisp

permutazione dei vertici

{ Sg ) = 2
'
. 3.5 Dacsa, Css

I 2-Syhow di § sono isomorfi a Dq
2

( § / = 2
"

. 3.5 Pa = 2-Sylar disc

Q
.
- § ?

ri - T Ordre Ordre 4

y '→ p TE per
'
← ordine 2

.

b.→ opere
ardue 2 ⇒ prodotto di trasposizione
quadrato ⇒ a:(r

.
. . - y ) ri - - li

disagiati
79



F- ( a, _ . - da#
"

= cara, - - are
. .
) ( area - - are)

µ! ( ai - - - 9¥.)
'
= (a. a> ) ← i 1- amo

Lena permutazione è un D ⇒ i cieli di lunghezza

pari compaiono in coppie .

(⇐) 4 b- cielo konopai ⇒ y è un D di
un d-cielo

{ =p
"

:(¥32
kpeni
(an . . - an ) ( ba - - ba) = (asb, a- - , araba)

"

L

( =D ) XÌC , . . pif = 4
,

"

. .
. poi = vengono fuori

dei cieli ohlmg
onespani + coppie
di cechi

Es ! ( 123) (456 ) = ( 1425 36 )
?

§
Il

(( 132) (465))"

2
C' 2) (34) = ( 13 24) Sg

C 143 2)
2
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tornando a Qg → sg ?

TI p? 42 ordine 2 + quadrato ⇒ prodotto di un
numero pari ditrasposiaeoni

t'=p
?
- [= (a.b) Ccd) f. dovrebbe avere?stsot

Risolvo
XZC.ca) ( 34) *

Ordx = 4 ( ab c.d) I ( 12) (34 )
t (a c) (ba) del ⇒ ⇐ 2

b. =3 b-4
(ab ca) 4=4 D= 3

(ab cd) (ef ) I.= Ci 324)
,

Xàcl 4 323 ) = #

X
,
= ( 1324) (56 )

X
,
= ( 13423 ) (56)

⇒ in S * ha 4 - soluzioni e non Gcocne
36

servirebbero per avere Qgo Sg⇒ non si

immerge.

Qg ¢ se frenò i 2-Syhow di Sz sono
isomorfi a quelli di Sg

Q
,
- scorso ) Cayley .

i i-q.sc → ix b.

(1.i. -1 , -i) (g. È , -j . - b)
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I- (1. s ,
-1

,
-a) Ci, -¥: -

i
,

te)

§ 1 c-> 1

- 14-32
i c-3
- e e- 4

⇒→ 5g

± la←> 718

i → c. 1,3, 2,4) (57 6 8)

y → ( 15 2 6) ( 3 8 47 )

- O- o-

Classificazione dei gruppi di ordine 30

| Gli 2.3 - 5

• Ct aboliamo ⇒ CTE 7430 perche
' 30 è sqrfree .

. 30=201 01=15 dispari ⇒ G- ha un sgr di ordito

• normale . § s5
• ciclico 15 - pq

ptq- i
• H = < ×> a G orolx -15
SI'

2/152

• Per Cauchy ZYEG ocys -- 2 < y > = K

⇒ G- e < × > × < y)
9
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q sys → Anice») e 24SÉETHÉZÉE 7%+74
I 1-7 cfgcx ) =

Xl

{ i → 1=1

ocy» ⇒ oro'
9g
- {
2 → qfiid
9Gt» = +

l'
ex

12=1 C'5)

171 (5) { LE 1 'si 1

⇐ i cs , { l' ± ↳,

le ± , (5)

le 1
,

-1
,
4
,
-4

+ un

prodotto
sono tutti guappi non iso o c' e

'

dentro qualche isola questi gruppi ?
74 E 245×42
30

Conosco D - 1 Inerti gruppi non sono' 5

isomorfi tra loro .

Dsx 74, 4 perché
ZCD

») =L»
D
,
× 745 -4

zcdsxZGZ-ZCDHZ.CZ/sE7%2CDsxZ1s7E74szyi-s4i«→i

cani» exe
"

yocy
-
'esce
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yocyiex
"

yo -
si} Dis

yxy! ×
# 1=4 1=19)

le_ gas ,
I commnzy
«
5
← al di

YX f-
'

= ×
-4 ora,

y non cammino
con l'eloh

Ordre 5

yoiy-lcyxy-ys.ch?xIa5LXX-Z/isz
< ×
'
) XCX

'
) e 743×745

< g >→ Entrasse Amico) + Autres)
Z; xkè

9g =L → ( es, [ess )
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Lezione 09 27 ottobre 2020

Anelli

Def Un anello è un insieme non rivolto con 2 operare
CA
,
+
,
. ) Tales

( D (A, -1) gruppo abehao
(li ) ° è associativo

cit Valgono le leggi distributive
V-a.b.ee A alla + c) = ab + ac

[axb) c = acxbc

Esempi :

i) 2
,
④
,
IR

,
e 17%2

2) A quello A- Ed anello

3) Mm
»

CK )

4) End CG) E gruppo ab t o

" Ham (G. G)

Def A anello si dice CONNOTATIVO se ° è comm
.

A " " "
con identità sette# al

neutro per il prodotto : Hae A a. 1=1 . a =L

Def (A. t
,

- ) si dice CAMPO

e se Carlos
,

. ) è un gruppo aboliamo

Si ' dice CORPO se ( A - Los > ) e' un gruppo .
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Def : A anello

× e A si dice divisorediz.ee#seJgEAytoTcheXy=yy=O
XEA si ance NILPOTENTE se In T che ×

"

Se TEA
,
XEA si dice INVERTIBILE se Jyc-at.ch xy⇒ x-1

Def : A comm Coni si dice DOMINIO D' INTEGRITA
'
se

D= tocca la e- divori 03 = Lo}

Esercizio Calcolare aviv di zero
, nvlp invertibili

2
, Ha , 7%, > Fma

A comm cani #=L rea toc è invertibile )
che tocca la èmlpotente} -1# A) Inetti ×! o}

Fatti noti
-

: A commconti
) È.

. ) è un gruppo catalano

2) A-
*
ad =p

3) A anello funto ⇒ A- = DUÀ
In particolare un dominio d' integrità fuutoème
canapo .

Dina (2) XE A
"

DD JYEA ×> =#= 1

7 z c-
'A Z#O XZ =zx - O

¥1 Z = Z =) laz) =) no ⇒ assurdo

(3) xea 'D % A-→A ahia amo di gruppi
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baq
,
- { GEA ( xy -03=203 perche

' XED

Poiché talento ⇒ q
,

è su ⇒ taeaqoccarxàt
⇒ xeà )

Def .
BCA è un sottosuolo di A se è chiuso

rispetto a te .

I c A è un IDEALE di A se

.CI
,
-1 ) è un sgrana

.

Hae A aI c I Iac I PROPRIETA
' DI

ASSORBIMENTO

( se A non è commutarono e [ ⇒ < CAF)
e vale a ICI Korea → Isi duca IDEALE SX

-

( Ia < I Fae a → " " " " Dx )

Esempio : i) E Gli ideali vanno ricercati tra c. sopr

{ " Z }
# ×,

NZ è un ideale

LTXEZ × NZ cn 2 xnz = ⇒ Eh 2 .

2) { 0 )
,
A sono ideali di A

1- ×
ideale improprio

ideale banale

Esercizio : Attack) non ha ideale bilatan '

A Los
,

A

Def : OHSCA Cs) ÷ { Èaisilnettl area , Snes}
+
IDEALE GENERATO Da 5

(8) àè non ideale di A
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x.gas × -- È a. si y = È, dite ? %:}
• X-iy-Ea.si# agiti c- Cs)

n

• ae A ax = E aaisi e CS )
1=1 ✓

c- a

S - toc} Csc) - fase / aea} = Asc

Es : . h 7L = Cn )

•
KCF def adg su K , machete)

sappiamo chi = { pcxsekexsfpcatdg

OPERAZIONI TRA IDEALI

A anello comm

I
, ] CA ideali

* IUJ in generale non è un ideale

.
I MJ è ideale

.
It ] = (I, J ) = { ity / IEI , pe ] } è ideale

> IJ = C { ocylx e-I yejs)

. TI = { scena ( In EIN : ae'EI} è ideale
In particolare TÒ - che nilpotenti è un ideale

. ( I : 5) = tocca I⇒ E I} è ideale
88



Verifiche :

• In] è sopra V-eae-AV-xe.IN ] II
,

axetnj

.
It] = Lit glie I se] }
x. ye It ] X = e

, -11 , Yehuda

+ + y = (e. teda + Ia) C- It]
con un

c- I EJ
• ← A ax = al

, -17 EITJ- w

c-I EJ

Dico che Itj = CI, ])
E etg c- [ Io] )

2 Basta vedere che I CIT]
] CITJ

da queste inclusioni e dal fatto che It]
è un ideale seguo Cho It] ? il più piccolo
ideale di A che contiene sua che ] .

D'altro parto a. chiara

(5) = M X E
= ilpiù piccolo ideale di A

µ SEX E.a che contiene s

X ideale
è da dimostrare

(2) (s) è uno dei terreni dell' intersezione

(E) Kees × aisi EX perché Xè :S
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⇒ Per vedere Cho ( s) C) idealeonde

basta vedere Se ]
=

Tornando al nostro caso

I c It ] OEJ
⇒ CI

, ]) CITJ
Jc I-II

f- Oxj DEI

•
I ] = ( xy IOCEIYEJ ) ← è un ideale pnoaf .

•
TI = { see A / + " e- I pugnalane non }

sc
, ye TI xhet

, gh'EI in

.net/x+yetIJ-deITICxty)deIm-hd=mxn(x-y)m+I[ (
m;) xiy

""-i

1=0

Vi si ha i pm V mxn-i > m

È.EE ytntn.ie I
⇒ Ai xiy

""-IEI ⇒ Cxtyjnthe I

HAEA Casa)
"
-
-

è c- I ⇒ ax c-TI

•

CI :]) = tocca la JEI}
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x.yett :S ) (Xtyi j-scj-yj.CI
ho un
c- I EI

⇒ xxyc.CI :S )
• c- A «E CI :])axj-alxjeaIEI-saxc.CI:D

Ossi
. . Ijc In]
Poiche' In] è ideale basta vedere che contiene
un insieme di generatori deI] .

XEI ye ] xy c- In ] a questo è ovvio

metà III ¥»;] ⇒ ⇒ c- In]

•
It ] - A ⇒ IJ - In]
It] = A 1+1=1 .

Occorre dedur che

HXE In] se EIJ

× = xi + xj
¥7 I jet

]

Esempi : Operazioni tra ideali di 2

mL nn 2 = [min] 2

mZ.NL = Mhz
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MI -1 NZ = ( m , a)2
'

un Link = faina bn la.be?L3=LdsclsceZ}
n =p! . - pir
tra

p. . - pad
"

{ « c-LI stende KEITB
= da EZ / n la ' KEN}

n la ' ⇒ pilot per ogni i ⇒ q.la ti

⇒ p. . . - Pr loc ⇒ scelta; - - - -Pr) =p. . . .pk
Viceversa + =p.. . . - Pr m E FÈ penetra

e > max ci XE pi . . preme = ny c- NE

TÈ = 402 .

m
(m2 : NZ ) = - 2

(m
,
n )

( 752 : 182) = { NEL / 18×2 c. 7523=252
④

75118 × ⇒ 25/6×2512
Proposizione :

1) ICA ideale
.
I è ideale proprio CIE A)⇒ InAÉO

2) A campo gli unici ideali di A- sono 403 e A
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Dim : INÀ =p AItri } ⇒ IFA

Ina
#

Ad scatti # Jyea xyet
1 = xy c- I ⇒ a- IEI Ha#⇒ ACI

9

I aa

(2) A campo ⇒ A A -20)
,
l' umano l'd proprio

è 405 .

Anelli quoziente aovnomorfismi di anelli

Def A- ed anelli f A →B amo diamoli

fca.to» = f- Can + f-car) Voyage
f- layer) = f- casa) 7192)

Oss : se AEB sono (comm) con 1 in genere si

vende onde

f Ciak AB

questo non è automatico

f- casa fctaa) - f fca ) ⇒ Cipif #Dfcato
Se B e' danno a fiato ( feto) ⇒ fondata
ma Se FCAJCD, non è detto che f-CI) -1,3 .

Def A ornello Ie A- ideale

Il
gruppo quoziente (AG ,

-1) può essere

dotato di una stunt di anello ponenol
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(a. +I) . ( beI) È abt I
l'opè ben defunta ( atto = e'+ I BTI = BKI

⇒ a.beI = aiBKI . . . _ )
ai verifica ( AG , t . . ) èun anello

% A → AL la proiezione+

al-3 axt

TI è un anno di anelli lealtà I

Prop : Gli ideali sono Tutti a soli i nuclei degli
• uno di anello definiti su A

Dirmi
. . q A →B amo di anelli ⇒ kmq èiolaleohtt

kmq < A perche 9 è in particolare amo di gruppi

aeaxeknqi.at Ebay perchéqcaxj-qcasqcxzo.toA ideale ⇒ I-butt . te
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Lezione 40 3 novembre 2020

carenza di ' onnovnorfismso
- -

:

f
A. B anelli f A-713 amo

.

A →B
⇒

TI / .

Esiste un unico anno di anelli cf ✓
.

.

'

9

che fa commutare il diagramma , Albert
cioè tua f = qo *

Inoltre : q è iniettivo .

Iman q= Iunif .

Dim : Per il T diamo per gruppi adatto che A.B son

gruppi a fà in particolare un Omo di gruppi

sappiamoche posto I- kaef J ! q AI→B
Omo di gruppi tono f= a che

vale q iniettare e Iunq = Inf .
Resta da verificare che q è Omo di anelli

- qctcad-fcasv-ae.tt

q ( a + I ) = fra)

q (Cati) ( beI)) = q (abit) = fcab)
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= fiasfcb) = q (a) qlttcb)
-4lati) qcbtt)

Teorema di corrispondenza tra ideali

ICA ideale tt A →AII .

T induce una corrispbinnvoca Tra gli ideali

di Atf e gli ideali di A che contengono I

¢ questa corrispondenza conserva l'ordinanza )
Dim : Abbiamo la corrispondenza tra sottogruppi

.

Devo mostrare che se restringo la corrisp agli

ideali questa associa ad un ideale di A-

due ideale ah A-(I e viceversa , cioè che

immagine e. contro immagine di un ideale vvattè un ideale.

X :{ JEA ideale ) Icj} → IÌ da Agnona)
J - TIJ )

~tilt) ← J

Lemma : f A →B amo di anelli

4) ¥ ] CB ideale ⇒ f-
'

CJ) èun idealedia
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2) Se fai surgettuia, FICA ideale f CI) ideale0413

Dim: «3 so che f-
'

CJ) è un sottogruppo ona

aea • f-
'

CJ) c. 775)
µ è

«c- f-
'

G) fase] ⇒ fcàsfcxsefca»
axe f-

'

Cj)

(2) f CI) è sgr onta

Sua BEB ; poiché fà su ZAEA Tema b -fca)

fcxsefct) CXEI)

festa bfc» = fcasfcxs = fcanx ) EFCI)
4

I perché I'oleate da
⑦

duetto conclude la dim dal tono di corrisp . D

Esempi Se f- non è su inca) l' immagine di un

ideale non è me un ideale .

A-2 c- Q - B

(2) -7 22 ← non è un ideale di

perche
' IQ è un campo

e i suoi miei ideali son
CO) Q

.

In generale 7 A→B I c. A
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( f = FCIIB = IB (A-B)
↳ ESTENSIONE Di I ad una f

f A →B JCB ideale f-
'

G) è un idolo

f-
'

cj) CONTRAZIONE di J and A Caaf )

7
A → B f- = qoit
% µ vi tsmg
¥

iniettava
.

knf

Gli amo inieltw, sono " sostanzialmente " inclusione
11

a meno di isomorfismi

Conoscevano la corrisp Tra ideali indotte daI

Lunedi basata considerare la inclusa

A ↳ B

I - - - -7 IB ← estensione di I ad un
Sovara anello

] da s. . .]
T'
contrazeone di J ad un salto anale98



→
A#B→ BG

buca = taea I qca) = atj =]} -- Iaea IAEJ}
= j MA

⇒ Agna- Bf

Oss : Dal tono di Omo per anelli si deducono il
2° e 30 Teo di amo

I. e JCA ideali on A

⇒⇒ a- agf ⇐ È
,tomo di anelli

.

.

Def AIB anelli AXB può essere dotato di una

struttura di anello con le op coup por coup.

(a
, , b.) a Caa , b) = ( afa» b.+ ba ) tta~a.ca

(9,4) . (aa.ba) = (g. qa , b, .ba)
✓ ↳ .ba

AXB scan queste operazioni si dice PRODOTTOdiretto

TEOREMA CINESE per anelli

A anello comm cani
. I
, ] ideali da A

f- A → AG × Ag ai-la-I.at] )

99



f- è un omovnorfismo di anelli , Keefe IN]

Itj - A ⇒ fà congetture

e in Tal caso si ottiene

AI]
± Alexa}

Oss : 74mm, E 21mi 24 (⇒ cm
,
n) =L

= È Zhu xk
ha f = [ min ] 24µm ,↳ Zhu +24

Sapevamo che è svignata# cnn.us> 1

e in quel caso [ m ,
n] = nn

Dim : f omomorfismo : verifica banale .

kn fa { ae A / fiata ( art, atj) - (I. J)} =
= trae a IAEI a aej} e- In]

=D

I = A Zi EI
, se ] tiene i -11=1

Per mostrare che f è sua devo far vedere che

V-a.be A 7 XEA tua fede (ATI, btj )

× = bitaj
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fcxs . tasti , b.it/aj-J )
CI c- j

bixaà ⇐ aj CI)

1+1=1 1=1 - i 1

aj TI = act - IHI = a - ai-I.at]

1=1 CI)

i. 1 cj )bi-bcjjbi-J-b-jfcxs-la-I.be])

¥ su Zie A terra fci)- ( I , #J)
11

( i-II , i -15)

⇒ IEI i. 1 ( J) i + sia
,

⇒ 1 E Itj

Se Itj > A ⇒ fàsn

Hang ± AII' AI
tanfi Inj . D'altra parte Ix A

⇒ In] = I] (visto la volta scorsa)

ITJ - A ⇒ AI ] EHI >AI
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(]
,

⇐ ) insieme parzialmente ordinato

Xcf Me f è un major per X se

¥ AEX AEM

A- e f è un cinema tifa
HBE f t che AEB ⇒ A=D

A- E ] si dice MAIO per f se
¥ BE } BEA

Una catena di -7 è un sottoinsieme di 7 tot ORDINATO

⑦, E) si dice 'È se ogni catena di 7 ammette
un maggiorente in 7

Lemma di Zorn

(f, E) p . ordinato , 7=01 , 7 induttiva.

⇒ 7 contiene elementi massimali
.

⇐ : spesso useremo il L di Zorn su fanngha

7 di ideali di A E
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Def : IFA ideale

I si dice ideale PRIMO se

ttxyea xy c- I ⇒ XEIVYEI

I. si dica MASSIMA LA E se è un al massimale

della famiglia fai tutti gli ideali propri dia

Esplicitamente : I è max ⇐ ¥5#A

t che I EJ ⇒ I

Esempi : • Gli ideali primi oh 2 sono cps p primo

pprmo (psaxy play ⇒ plxvpfy ⇒

acepvyep
( m) in = "non premo ⇒ né riducesse

⇒ me ab Hash Tab an

ab E Cnr) a# km) e b # Cm) ⇒ Insudici
primo .

Proposizione:

(1) Ogni ideale proprio di A è contenuto in un ideale massimale

(2) Ogni el non invertibile aha è contenuto in un id massimale
.

Dim : Chiaramente 4)⇒C2) oce A- A# ⇒ Cx) § A

⇒ per G) Csc) C- M col massimale ⇒ XEM
.
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Ci) I § A ideale

7- { JEA ) IEJ} fai ⇒ foto
(f , E) è induttivo

E catena E- 15.3 Ujn ←
'Ìn
maggiorente

°
# Jne E [ E ] ← ovvio

te e _

• Je 7 I cjncj e j è ideale

] E A prane' se te] = UJ. ⇒

⇒ In tuo 1 E] f- A ⇒ assurdo.

Per il Lemma di Zorn la famiglia f ammetto

almeno un elemento Max M
.

Né elemento massimale in 7 - Per dire che ei

un ideale massimale devo dire che è Max nella

famiglia di tutti gli ideali propri 0h
A
.

↳ GA ideale NEL ⇒ IEM EL⇒

LE f Per la massima di Min 7 ⇒ M=L

Proposizione I FA (il Ià primo ⇐ AI e- un dominio

(2) I è massimale ⇒ ATI è un campo.
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Dim ×
,yea

I e- primo XYEI ⇒ XEI il YEI

AL dominio ⇐ PETI ) IYTI) - I ⇒ XEIVYEI
Il

xy + IEI ⇒ a EIVYEI

xy EI ⇒ XEIVYEI

⇐ Ià lottiamo

(2) I è id Max c.⇒ in AII ho solo gli ideali
^

co) e HITEOREMA Di CORRISP.

⇐ Atf è campo .

Corollario : il A è un dominio# (0 ) è un ideale primo

2) A è un campo ⇒ ( o) è un ideale MAX.

3) I massimale ⇒ Iprimo

Dim ( D e Cz) chiari dalla prop .

(3) Imax ⇒ AI campo ⇒ Affolominio ⇒ Iprimo .

Esempio 7L è un dormimmo ma non è un campo

( o ) è un ideale primo di 7L ma non è may .

( o) C Cm) ¥ meZ
.
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6¥ : La corrispondenza ha ideali A→Al]

conserva ideali primi e roteali massimali

Dim IEJ E A A →AI J -at =p
]

Attfj,]
E Hj *

Devo vedere chi

primo
in Afj I:[ " ma ⇒ % max t

④ ④
dovremo

doverne

Af <⇒ HIGH
,
campo

j campo
T
dato l' isomorfismi a 12
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Lezione tt 10 novembre 2020

nello delle frazioni di un dominio

A quello comm con T DOMINIO D' INTEGRITA '
.

SCA Oats

! È moltiplicativamente chiusa (Hayes ⇒ xyes)
5 con le 3 proprietà sopra si

'

dice PARTE Moltiplicativa dea
.

~
Axs

SÌ = :{ Eslaeases}µ A~
( a. s) n (bt)

7- n ¥ ⇒ ataebs
⇐ at- bs

E

~ è una nel ' equivalenza
S

( transitività In ¥ ¥ ~ I ⇒ Enea
at-bsbu-c.tt an - Cs

aut = bus = cts ⇒ t (an - cs) = o tes

⇒ telo e poiche
'

A a- donna ⇒ an - es )

P-roposY.li. S' A con le operazioni defeca

a atxbs
j

→ ¥ = -

St

f. bz = ad
SE
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è un anello come
.
con id . ( = 14 )

Dim : Devo verificare che le operazioni sono ben defunto

e che hanno le proprietà di anello .

In ¥ - E '
.

E
'

¥+7 .È ¥ . =È
- -

as' = a' s bt ' = bit

Vale l' = ⇒ (attbs)s't' = (a't' + b 's ') st
-

att's ' + bssit ' = àstt ' + b
'
tss

'

= (alt
'
+
b' s' Ist

- - -
-

Le altre verifiche per esercizio a

Esempio : A-=L Se { io
'
}

b. Io

S'A = { ÷. Inez ,
-ho}

Ìo > f- c- s'A

Osso : ¥ E s'A ed è invertibile [ ¥0 =}

PIPI : f A → ÉA è un anno iniettano

a 1-7 E
T

(quindi A c 5-
'

A cioè ÈA è un'estensione diA)
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Dim fcaxb ) = aII' = ÷ + ¥ = fcasxfcb )

f- Cab) = aI = ¥ ¥ = feat - fcb)

kaf = { aeaf ¥ = ? } = {ae Al a? --01--03=103
a

Caso S = A- Lo} ← Se A- è dominio questa è
-

una parte moltiplicarne
¥ ×

,gas (xtoay.to)
e

xyes ( xyto )

[
'

A =@ (A) CAMPO DEI QUOZIENTI DI A
.

Prep? : A dominio 5 = A- Lo}

S
-"

A è il più piccolo campo che contiene A

Dim : • ÉA è un campo ¥ a EA ato f- Esita

a ¥ . Ia = ¥
•

Se Kcaenpo Ks A ⇒ Kata Hae A-Los

⇒ V-beAV-aeahosbz.at ⇒ ÈÀCK
12

Esempio 4) S
,
= { dote} so= A-Logb. 70

Ic size size a

2) A# Ex ] QCA) = Kcx) = { §÷ ) f.ge#3gtf
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3) A Comino ) PCA ideale primo

S = A è una parte molti .

OIES
,
tes

, x.gas ⇒ xgcos
te ④

x. yetp ⇒ xyetp
ti

Pèpam

S' A- = Ap ← localizzato 04 A ap
.

Ì
Ap è un anello locale cioè ha un unico ndinay

A-= 2 F- 22 5=2-22

2,2, = { of / aek (b , 2)=L} ← Dico CHE (2)Ica,
E
' l' unico lol ma ×

on Lcr)
ESERCIZIO .

(s'A)
*

= LEI Eaes
-
'

A) = festa bea con abes}
+

I beta t as t che sa = bz ⇒ a. best es

5=4104
.»
( s'2)È ? treni la Eo

÷
Ideali di ÈA

ICA ideale 5-
'

E- {§ ⇐ sia tacci se = III
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teorema: i) S
- '

I è un ideale di 5-
'

A

2) Agosta ZICA tua f- S'I

3.) s
-'

I è un ideale proprio ⇒ Ins =p

4) P
primo Pds =p ⇒ s'P è mai pieno

di S
"
A

c- I ⇐E neI
Dirmi i ) § , # e s' I +% = ×t c- ÉI

SE

a
c- I s

§ c- ÉA f. ¥ = E c- SÌ .
St

§

2) I c 5-
'

A ideale f-
"

(1) =] ca ideale

Il

1nA
Dico che

I = s
- '

I

XEI ¥-700 e- I ⇒ È ¥ EJ
0

sia }
⇒ s' Io ]
§ c- I ⇒ ¥ = ¥ ÷ e- J ⇒ × -7

'
e-I

¥ E S'I

3) S'I = S'A # f- E S'I ⇐ 3-XEI ses tele

7=7 ⇒Iaxeses ⇒ Ins #¢
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Pss /
# $ ⇒ s'pas

- la
4) P

primo ( =p 5-
'

p è primo
a

7. ¥ E S' P 7 res pop ten

aste = È abr - pst c- P

¥
⇒ abrep res e snp=p ⇒ otp

⇒ abep ⇒ aepvbep ⇒ ajes vedesi!Ti

P primo ⇒ 5-
'

Pèpzimo

Divisibilità nei domini
.

Elementi primi aelem .
irriducibili

A DOMINIO

Def A dominio a .be A ato -

si dice alto se

J-ceatchob-a.co
.

Oss : alb ⇒ Cb) E Cal

alb ⇒ fa e A tono beeac ⇒ b. c- ca)

⇐ (b) E (a)

Def : a
,
a
'
c- A si dicono Associati a na' se

vale una delle seguenti condizioni equivalenti

(e) alai a alta

(ii) free# t che a = ma
'

( iii ) (a) = (a
'
)
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( (c) ⇒ Iiii ) segue dall'Oss ala' la
'

) Eca)

alla ca) caca
' )

(e)⇒ Iii ) a
'
= × a a a

'
a = yx a

=) a. (T - xy ) = 0 ato A- è donnina

xy =L a = ya
'

YEA
'

.

⇒ ( Iii ) a. E Cal ) un =L vea

a
'

= una
'
, ✓a ⇒ a

'
E Ca)

⇒ (a) = co' ) ta )
DEF a.b non entrambi 0

_

DEA è un massimo con . divisore

per or ab se

i ) alla A dlb
2) VXEA the Xia a xlb ⇒ xld

Proposizione : d- (a. b) d'= (a. b)⇐ d. noi '

Def see A a. EIÀULO}

se si dice PRIMO se Ha.be/tocIab--sscLaVoclb

se si dice IRRIDUCIBILE se fa.beh scialo ⇒ • EÀTVBEÀ

Proposizione? sc primo ⇒ e irriducibile

(La dem è la stessa dello scorso anno )
si usa A dominio
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Proposizione 2 : . × è PRIMO ⇐ Csc) è PRIMO non nullo

• se è IRRIDUCIBILE ⇒ Cac ) è massimale nell '

insieme degli ideali principali

Esempio A- K [×
, y ] se a- primo padre ca) è primo

in quanto 1¥
»

= KEY] che un dominio

⇒ se è anche oned per la prop I

Cac) è mass tra gli coi principali ma non

è un id mass on A in quanto Kly] non è

un campo . Infanti case Easy) € A

Dim : La prima parte è ovvia .

(⇒) ac irriducibile
. Coca e cy) E A JZEA tue

a- yz g. ¢ À poemi altrui
7 è varia 11 sarebbe cy) = A

✓

2- c- À =) Csc) = ) ⇒ Csc ) è Max

tra gardpr .

f- ) × riducibile ⇒ × - yz y,z¢ A
'

⇐ 1€ (y) ¥ A
7 ti

ZIEÀ y # À
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UFD - PID > ED

+ t t
Domini a Domini Domini

font unica a voi prima Euclidei

o

- Domini euclidei

Def Un dominio d' integrità A st' 0ha DOMINIO EUCLIDEO se

] una fusione di : A-Lol → IN detta GRADO

con le seguenti proprietà :

(a) dcxscedcxy) VI.gettito )

(2) HXEA Hye A- Los 7 q ,
REA tue

a- yqxr e {%.info
"»

✓ = -

Oss : In un dominio euclideo ogni al •
'

puo 4 ben approssimare " con un multiplo on

ogni altro elemento

La fusione grado servo per dire cosa vuol dire

approssimare bene
-

Esempi 1) ⑦ ,
ti ) è un dominio euclideo

.

dell Iscyl - lscllyl 71×1 tt yfo

470 tqirtcnox-qy.ir
g-

se chiedo solo questo
Irlcly ) ✓ reo non ho umatè

In realta sappiano che
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• crepi

* .int « = 18 gia
qy se l'qxny 18=4.4+2

18=5.4 -2

2) Ktx] deg è ED

degfg = degfxdegg 7 degf
f- = gqxr degrcdg.gov reo

3) ZTiJ-daxebla.be?L}
di : 2. [e]-203 → IN

A-Qtib → dea) = dtìeaxb'
Il

Ncd)

E
'

un dominio euclideo ( Lo vedremo) .
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Lezione 12 16 novembre 2020

Domini euclidei

Daf Un dominio d' integrità A si dice DOMINIO EUCLIDEO se

] una fusione di : A-Lol → IN detta GRADO

con le seguenti proprietà :

(a) dcxscedcxy) VI.gettito )

(2) HXEA Hye A- Los 7 q ,
REA tele

a-

yqxr e 4%5,2%014 '✓=D

Esempio) @ ti )

2) ( KTXI

{deg Anello degli INTERI di Gauss
3) 2 [i] = { atibla.be Z } [is caci) ce )

e

01 : Z [i] ndo) → µ
Kris dominio

9 = ateb → dà = oitb
'
= IN
'

V-a.pe/LEiJ-hoSdCa)EdCap7dcap=laplElal'/pfylalEdcai t.pt> i
xty
' pt

(p = xtiy )117



(2) vuol dire che fa
,pelosi puo

' "

approssimano =

× con un multiplo dip .

Se EZEÈ)

cerco d-

d. foto { E
6 in generale # Lei ]

/ e

' = pqtr palco) < dcp ,
"
El Kris

f-O

i 1
'

y

.

D=
qpxr

i.
l

'
,

- to
-

.

.

i

qpè il multiplo| '

,

-
i

-

i
.

.#qp ,
di P più vicino

-

i -
. | , i add

\ -

-

i
. io. È

'

\
.
e i

. . . .

' d cade in
- ab - i 1 I
i.
-

o . . A § .
.

⑨× ,
un quadrato

- . I 2. (ctid I

-

'
i n

. .

. io . . i ,
(compreso

il-- '

Ì
. .

. .:( e. iotf . i
, ai

bordo )

io e . . . io . . i
.

.

.

- Salgo A
:O

°
.

* io
,

.
- . .

,

.
Vertice più vicino

'
r . . E .

"
.

.

-

off'
i
/

'

| a 1
,

i

-9
|
'

.

- rad - off\ /

I Iiccxioi
/ dico che olcr) sdp

6=0

due { drag quadrato < lato edp)
Proposizione:L : A euclideo

.

Ha.beA non entrambi nulli

posso
calcolare MCD (a. b) usando

l' algoritmo di Euclide .
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Dim: @ = qbxr, (1) l' algoritmo Terme
b = ojr.ir, con o perche

' la

'

,
succo dei grandi CIN

'

ed è Street decrescente

"
no,

= 9h
"

n
+ °

(2) poi (a.b) stesso motivo

dei casi

aritmetici
a

Prop 2 : A ED
. Gli elementi di grado minimo

di A sono gli al di #

Dim : § # dca.la) CHI ammette minimo da

Sua se e f- lo} olcx) =D
,

Hye A- has of = qxtr 40¥
a) ←

"°
dando

⇒ V-yc-A-tosy-qxyc.CH

In particolare I qea temo 4 = qx ⇒XEÀ

Viceversa
,

oca# Csc) = A Gaza " IEC»
⇒ aecx) ltaea)

# ae A a. = qsc qea ⇒ e) a-A)

dc» e dcqx) Age AND ( è la Cts )

dcx) E dla) fata ⇒ dcx) è minimo
#

Prop 3 : A ED ⇒ Tutti gli IDEALI di A sono PRINCIPALI
e generato da un clan di grado minimo

Dim: I CA . I -- IOS I è principale
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It to ) Dico che I è generato da un suo al

di grado minimo.

I

see I di grado minimo ⇒ coca ⇐ I

FaeI a-qx.ir
derrate» V reo

F- a - qsc E I ⇒ d CHE dcr) ⇒ reo

⇒ a.= qsce Csc) ⇒ ICC» a

Domini a ideali principali CPID)

Def : Un dominio A si
'

dico a ideali principati (PD)

se ogni ideale di A è principale

( VIEA ideale ZXEI tane Iec» )
11 Il

Prop 3 ? A Ed ⇒ A PID

Prop 4 : A pid =p Gli ideali primi di A sono 29
e gli ideali massimali

Dim: {05 è primo perche
' A è domini

µ Max è primo ( è vero in ogni anello)

Viceversa
,
so

P
un ideale primo 70 . P = CX)

voglio vedere che P è mai .

Pic» è primo ⇐ × è primo ⇒ × è irriducibile

IT t e
~

ab EC» al ab ⇒ xlavxlb
⇒ aec» vbec»
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⇒ cui è max tra gli ideali principali on A

Poiché A è PID ⇒ Csc) è un ideale massimale

3

MCD nei PID

(
ideale

A PID ×
.ge
a

. . .
(⇒ g) = (d)

ti

dà mcd Tra aeb è principale

« E (d) Ny e Cd) ⇒ disco e dly

Se cioe aety ⇒ KE
, y ecc) =)

⇒ (d) = y ) E cc ) ⇒ al ecc) ⇒ cld

Domini a fattorizzavano unica ( UFD)

Def : A dominio si dice a fattori zzazione unica (UFD )

se ¥ × E A « ¢ Athos si scrive in modo

" unico
"
come prodotto di irriducibili

" unico" = a meno dell' ordine dei fattori e di

Moet per el invertibili

Esempi 1 , Ktx ]

Proposizione: 5 : AUFD ⇒ fa
,
beh non entrambi nulle

"

I MCD Conto)
.

Dim : h (a.b) = di
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Definisco D=I fattori irriducibili comuni adaoeb
con il minimo esp con cui compaiono

Per verifica diretta provo che è un Med .

Ossi . A ED : con l' algoritmo di Euclide determina

D= ( aib) e anche ×# e A tale

D= axotbyo

•
A PID : Ca

,
b) = (d) ⇒ D= incolla

, b)

( non ho un algoritmo " facile
"

per determinarlo)

so puo
'
che foco

, yo E
A tch

D= axoxb Yo (de Caobi)

(come li trovo?)

•
A di FD ⇒ ¥

a. b . . . .
. 7 de oned (a.b)

NON È DETTO CHE (d)ecaeb) e Nqunoh

neppure da J Xo , yo D= axo + byo

( sicuramente Caub) c. (d) non è detto che

valgo > che quale solo se

D= axotbyo )

2 [×] ( 2. ×) = I mcd (2. × ) =L

ma 14 C2
,
×) 1=2 acxstscbc»
×» 4=2 aco) -10 ⇒ 211 Imp.
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Teorema : ( caratterizzazione degli UFD)

A- dominio
.

Sono fatti equivalenti :

(4) A è UFD

(2) Valgono le due condizioni seguenti

(c) Ogni irriducibile è primo

[ ii) Ogni catena discendente di
"

divisibilitàè

stazionaria

'

laica a.
+
fai fiso ( . . .la

,
1919 )

] no tana
di nano

¥ e' In_

Oss . Ce) ⇒ unicità della fattorizzato-

fi) c-) esistenza della fattori zzaziene .

(n) è equivalente a

"

Ogni catena ascendente di ideali principali è stazionaria
"

{ Cai) } ideali di A (a) E (a) E caso) E . . -
l'70

7 no Tcho (a;) = Cano) fieno
Corollario: A PID ⇒ A UFD

Dim del corollario : Mostriamo che per un valgono c.) e cii )

(e) « c- A irriducibile ⇒ cx) è max tianya.co/pzinc.- in A
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⇒ Csc) è primo ⇒ se e- primo .

( ie ) ca» E Ca» E .
.
. catena ascendente di ideali

(principale)

[= U Cai ) è un ideale di A e quindi è principale
17,0

I. = (a) ae casa
.
) F- (a) a can

.)

→ e

⇒ I> (a)= Can
.) (aif can

.
) ki

⇒ (a.)= (an
.
) Vien

,
⇒ { cap} è stazionaria

13

Esempi : ④ K [ {x
± )
» ,
] non è UFD non vale cii )

ai è
.

.
. la " la" la

⇒ ¥ la fontana

② 2 [ Fs ) = { a. + Fsb / a.beI } c Italia

NON È UFD perché non vale ci)

Infatti dico che 2 è irriducibile ma non primo in ftp.t)

2 = (at Fsb) (cxfsd)
e
4=42+562 ) (che 5012) àtzb> o n

C. = Il 01=0
di

⇒ 2 è irriducibile
.

2 non è primo perciò 2/6=4 +FÉ) (t- Fs )
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ma 27 Città) a 2ft - Fs

• = t = t.EE/ZEFsJ
In questo anello 6--2.3=(4+5-5) Ci -Fs)

sono due font distinte di 6 ( devo vedere che

2,3
,

"Its
sono irriducibili )

Oss I [Fs] non essendo UFD non è neppure

ad es l' ideale (2, ttf) non è principale

Se fosse principale sarebbe generato da

axbts = 2 a -1 + FDP .
. -

.

Si fa prima a vedere che ttf e
' vuoi

TEMA A UFD ⇒ A- [x ] UFD

Corollario A UFD ⇒ AH
,
. . .

.
xu] è UFD

.

Schema di dim del teorema :

① AEXJ dominio

② Ogni ouid di A- ED è primo

③ Ogni catena discendente di divisibilità èstaz
.
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⇒ AEXJ UFD
,

Dina :

④ f.ge/tlxJYoJ ⇒ degfg = degftdegg
vi

fate I aixi an # o Oleg f-n
1=0

gas = È bmx
"

bmto duggan

fgcxi = anbmx
" ""

+ . . - 70 degfg - htm

A dominio ⇒ A- Ex] dominio ⇒ # [xD A
"

( fa # [xs )
"

ZGEAE»

tcwfg-1degfg-o-degf-degg-sdegf-degg-of.geA fase a gcxi-bab-1-sfe.tt
'
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Lezione 13 17 novembre 2020

Dim ( continuazione )

② Ogni irriducibile di A-[xs è primo .

Per
prima cosa caratterizzeranno gli alem.

variai on Ace?

Zuesto si può fare una Lemma di Gand .

Def : . A ' UFD f. c- AEXI fa» -È aixi
'

si dice CONTENUTO di f Cf ) = mea ' { ao , - - - an }

( (f) è defunto a meno di associate
.

. f si dice PRIMITIVO se ccf ) ~ 1

Chiamate fax, = ccf ) fnicx ) f
'

EAEXJ ( (f)=L
i

ccftd fiche E EX aiea
eo ol è

mai ( ÷ , -1%7=1
Lemma di Gauss .

f. ge AH ⇒ ccfg) - clf ) ccg )

Dim : CASO Elf ) = Cig ) - 1 : fa g sono primitivo

e devo vedere che fg è primitivo (ccfg) =L)

Se non fosse premuto ccfg) non èsanebbeinv .
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⇒ J p primo di
A tono

p Iccfg)
T

A [x] → # Ex ]

Cps

f- → FG ) #o ptccf ) -1

gcxs → § to pt acque

7g → ftp.oplccfg)
Ma questo è assurdo perche ¥5 è un donna
e pieno È [xs è un dominio

. ⇒ ( Cfg ) -1

CASO GENERALE : fa c. (f) f
'

f
'

primitivo

µ g = ccg) g
'

g
'

primitivo

f.ge ccf ) «g) fig
'

" ↳ è primitivo perche
'

prodotto •\
E I polinomi primitivi

c. Cfg ) (Fg)
'

[ è primitivo

⇒ Eugnagleando i contenuti dei due membri
'

c. (fg) CHÉ = ccf ) c'g) cG¥
ccfg ) = ccf ) ccg ) te128



Corollario 1 : f.ge ATXJ ,
c'(f)=L flg in KEXJ

(K = campo dei quozienti diA) ⇒ flop in ATX] .

Dire flg in KE» ⇒ g = fh LEKEX]

⇒ Idea tua h# dhc» c- A

dg = fh, in Atx)

dccg ) = cffh,)= c (f) ccha) = cch. )
ti
< ci

⇒ diccene ) ⇒ .h eh EAE»
.

Da

al

corollario 2 : f- E Ac» , f- gh in te» degg71

degf 71
⇒ ZSEK

"

tana
g.=L g c-A

b. = SÌ e Atx )

e f- g. h,
(slogan : se f è riducibile in KE» allora er

riducibile anatra in AEX) con polinomi
dello stesso grado )

Es .

.

CX
'

_ e) = ( 100×+100) (fax -¥ )E 7
= Cx#) (x - I)

Dtm : fagli in ktx ) 7. de Atene gj-dgc.AT»

f- = g) (d-
'
h) = g. Cotta ) = c. (g.) g! @

"

e)
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g) E AEXJ ed è primitivo f = g! ( c'g.) d-
'

L)
-

g,
' / f in KIXJ kcx]

|

Per il corollario 1 ⇒ g) f in AEXJ

[ = c E T
e- il g,

dell' enunciato

- i TG
"

S
TEOREMA (Caratterizzazione degli irriducibili di Ale])

A UFD
. Gli elementi irriducibili di A- Ex) sono

tutti a soli quelli che soddisfano una tua :

i) f c- A irriducibili in A

2) f degf > I Ccf )-1 f irriducibile in KE» .

Disse:

• f costante fa gh ⇒ dog g. +doglio ⇒ g.GEA

f è riducibile in ATM ⇐ f è riducibile iv. A

[ A
*
= # )

• degf ? '
. Supponiamo f irriducibile in AEX)

⇒ f = ccf) f
'
⇒ ccf) invertibile in A

⇒ ccf) c-ACNE #
×

Sue f- = gh in KE» per il
Corollario 2

f- = g, h, deggsidegg degli = degli
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Poiche' f è seria in A ⇒ g, o ln
,
sono invertibili

⇒ Oleg g,
-0 V degh, -0 ⇒ Oleggio ✓ degli-0

⇒ getta
*
V ha KEN ⇒ f è ouid in KE» .

Viceversa : Sca f primitivo e irriducibile in KEN ~

Sua f- gh in AGI (e anche in KEN )

Poiché f è vrrid in K [× ) g oh sono invertibili

in ktx] e quindi costanti
,
ad es GEA

1 = ccf) = EGLI = ccgscce) = gcclr)

⇒ ge ÀÉ
Atti )⇒ f- è irriducibile in#⇒

Da

Proposizione !
- -

A UFD
.
In AEX] ogni irriducibile è primo

Dim ? fe AEM irriducibile
.
Per dimostrarmele èpnn

devo vedere cio 0g , ha
A- Ex) e

flgh imac» ⇒ f) g vflh in AGI
.

- f e- A irriducibile ⇒ f è primo in Apache A è
UFD

f- lgh ⇒ faccfslccgsc.ch )

⇒ flccg) V ficca)

⇒ 71g v ftp.ccash '131



• f primitivo e irriducibile in te» (degf> i)

KEX ) è euclideo ⇒ f è primo in ktx]

Figli in Aex] ⇒ flop in KE»{
fili interi)

ma poiche
'

f è primitivo per il Corollario
1

⇒ flop V flh in AEXJ
. da

~

③ Sia { fu } una sua di al di AEXI talea

.
. . . 7,1717

Frutti ti>1

Devo mostrare che 7 no Toho fi rfn
,

Viano

Osserva che dal LG si ha

71g ⇒ ccf) lccg) f
' Ig '

( g = fh in # Ex] «g) = ccfh) - ccf) ecc)

g' =
' L ' ⇒ f-

' lg ' )
.

Alla sua { 7 , } possiamo associarla le sue

{ cari } e { f.
'

5
⇒ alfa .

) Ice:) ti fa! If! ti132



La sacca { cc.fr ) ) è stazionaria perche
'

è

una catena discendente di divisibilità nell' UFD A
.

7 m
.
temo c Cfr) a ccfnn» Vizino

Considerar { f ! } e associamo a punta
la sua { degfa

'

} .

7.
+
! / fa

'

⇒ degfjsdeg.fi
⇒ { deg fa

'

} è una sua decrescente oh

numeri naturali ⇒ si stabilizza ⇒ 7 ndo ter

degIi
'

= Oleg fa! Vigolo

/ ,

⇒ Vigolo fi e fa
,

hanno lo stesso grado
/ ,

ti / foto ⇒ fi
'
e fai

.

differiscono

per una costante ma essendo entrambi '

primitivi la costante deve esser un' unità

fin f! riedo

↳ = Max { una gola )

c. (f) ~ ccfn
.
) His ho

f-
e

'

n fio Viano

fa = ccfdfirccfnjfnj-fn.V-ir.no
Da
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Abbiamo visto che Z[× ] non e-PID

I = (2.×) non è principale

Se A è ED ⇒ Atos è ED ? anche qui

ho perche
' [[X] è anche euclideo

K campo ⇒ KEXJ EUCLIDEO → KTX
,
's ] ?

KTX
,y] è UFD padre

' KEN è UFD

+
non è PID

ESERCIZIO .

Ad esempio
I - (X

,
Y ) non è principale .

( I X. è) - Cacx») jxec.acx.it ))
- . . . DE K me I non contiene

costanti )

Criterio di erridncebsltà di Eisenstein

A UFD fase Ac» primitivo fc»÷È aixi
PEA primo tale che i ) ptan

2) pl ai tt i -0
,
- ,

h - '

3)
p
' Xao

⇒ f- è irriducibile in AA] (e anche i_ KEXJ)
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Dim ! Identica a quella fatta per 2

Terme pitagoriche

XIIY ? = Z' xj.ae?LCx,y,zJ=1

⑦ (Xtiy ) ( x - iytz
? infili]

- ( X , Y , Z ) =L ⇒ ( ×, y) = (× , z ) - Cy,ZK-1
1

. × # g. C2) : +2+42=2-2 (4) E =/

A 4
'
o

1 o T 0 f- non sono

entrambi poi cigne
ma neppure entrambidisp.
zizza ca)

• I = ( xxiy , x. iy) = (1) Xtiy ex
- iy sono

coprimi

ZX + iy) + ex - iy) C- I

2.
y e I

xzxy
'
c-I

Zx è pari

Xtyr è dispari ⇒ Le x. 2g, xiyi)

in2

Infatti altrimenti fp tuo plzx play
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⇒ per a ap ) +482 che però è dispari

⇒ I = C1 )

X - if e Xtiy sono coprimi e quindi
.

entrambi quadrato ⑦@ a meno di unita '

[ [ it
'

merli] averti] nel

⇒ venti uvt-1n-E.is EZTE)

uà # lista {GII {
⇐ °

feti

Itis
#

= LI ' , ti }
mettiti

Xtiy = ud
'

delle]

( x. iy = à Ia )

D= atib X-iiy-nca.bz - Ziab )
4=11 il = ti

+ = ± (a
'
-
ba ) y = ± (alba )

Y = I Zab X - I Zab

2- = ± (atto) 2- = ± ( araba)
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xnxy
"

= Z
"

FLT no
, }

n=p pt xyz caso '

p ( uno tra × , y ez caso 2

CASO 1 : xtytzp

Cxxy) Cxtspy ) . . . CHÉ;) -È LEI
,
]

Posso dimostrare che i fautori sono 2 a 2 coprimi

⇒ sono tutti potenze p - esime .

Non funziona perche EIJ,] in generale non è

UFD
p
-13
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Lezione 14 24 novembre 2020

TEORIA DEI CAMPI

KCL campi de L si dice algebrico su K se

F fase KEX] - Los t che f. Caseo

4 si dice TRASCENDENTE sink know aèalg sente

cioè se fcx) c- KEN e fa ) = o ⇒ fcxs IO

nel

qa:
KEX ] → K [a ] CL

fcx, → fca )

+ è alga buia
,
# 1»

kl» %-) KEXJ al

ft % tenete
i tanga"[

Ìn q, è un dominio

perché è sottoornello
KID ] donna di un campo

⇒ kmq
,
e KCXJ ideale primo

KEXJ PID a kmq, f- 405 perche
'

dei algebrico

⇒ knq
,
è mai ⇒

KEN campo f- [a) = KCL)
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Kong
,

= (µ
cx))←

È MAX ⇒µ è irriducibile

T
l'unico generatore manico

( i generatori di iare ideale di te [× ? sono gli
elementi di grado mimo - KEXJ ED -

a questi differiscono per Moet per una costa0 )

ESTENSIONI FINITE ? LL, ( K EL) si dice GRADO di#
[ L : KJ = dim L

K

4k si dice di dim finito se [L ? KT arco

Propt : the del

[Kca) : K ] = {
+ ° o è trascendente sue

•leggi» dei ahg

Din : H di trono (⇒ 9
,
è iniettivo ⇐ Kia] E

Kca) e Kcx)

a à ahg KID - Kea, EK
↳cx))noleggia

-

'

h - I

4,4 , _ - , di ← d. X
,
.
.

; X

^
K
-
base ohkcd)

Prop 2 : PROPRIETÀ DELLE TORRI
'

KC L c F est di campo

HK è finita # F1 e 4k sono fante
L
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Inoltre [F : K] = [F :L] [ L : K]

Dim =D Ovvio

⇐ 44
,
- , vu )

K
- base di L

{ va , . -, wm} È -base onf

1=4
, - >

M

si venefica che {mi va) K - base onf

1=4
,
- ,

in

Prop 3 ( PROPRIETÀ DEL composto )
FL

✓

µ
[ L'- KI - un [FIKJ - u

L f

\ / ⇒ [FL : E) a- dato a
m

K
"

:[m
, ns (d

Def : % si dice ALGEBRICA se ttaeh dei algsuk

Propri ? 4k è finita ⇒% è algebricafinita
-

Dim : del KE Kca) E L

fitta È aèalgsnk d

Prop 5 the A- La c-LI a aegsnk}
=p A è un campo (Ale è alga )

Dim : Ha .pe A DIP, a P, I C-A
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a c- A ⇒ [ teca) : le] Eta

PEA ⇒ [ f- (ps : KJ < + a
→meta (+Torre )

ke Kca) E teca) (p) atea , p)

Èra +
finita µ algsnk ⇒ palgn

tutela)
Pd
⇒ Kcd

, 1k è algebrica ⇒ atp, Xp, fa sono

algsnk

Il
viceversa della prop 4 è falso

Esempio : Estensione algebrica non fanta '

④ c ¢ QT = Laeiclaèoegsn Q}
Per la Prop 5 ⇒ % è algebrica

Vediamo che [OÌ :b ] - to . Infatti

④ concita ) c è un > 2

ti
ha grado in

piè» = X
"

-2 ( si annulla int
,
ed

è

,

vniol per Eisenstein,
monco)

⇒ per torri [è : a] :[à : accettante ) :D

7 n fuzz
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Proposizione 6 % fintamente generata da elalg .

⇒ [µ è FINITA
.

e.quindi anche dlg .

Dim : Le K Cda
, . >
an) di sono algebrici sut

→

Kcai
,
. >
an) = kca.hn) . - can) cit

= { pca», an) (PCI . -Adatta . - xD) ca)
= M M

(3)
Nel

Kyi CM
Più in generale ? 5cL Inch sdtocannp

T

sottoinsieme

Kcs) = N M
Ma L

,

K SCM

Per dimostrare che Kcoii
, >
an) è finta uso l' ndnsn

e la
p .
delle torri

"

ha 1 KG) è forte poeta a èalg .

(pt )

n - i ⇒ n K Cdx
,
.
.

, an) = Kcdi , -, du. .) Cdu )

Kc K CA
, _ , an . .) c KG , .> an . .) can) =L

+

finito xp Ind
×

finita perch semplice +
Judy .

-
Df- l'trita × torri

.
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Oss : Della PG vale anche il viceversa che è ovvio

[L : KJ = a %
,
_ , nun

k - base ⇒

( = < v. , - - in> ⇐
=
K (va

,
- >
vu)

Proposizione 7 TORRI e composto

OVVIO

⇒
4) KCLCF

. % è ahg ⑦ FIL al# sono algebriche

OVVIO

⇐
2) 4K e MI aeg ⇐

L'% aeg .

Oss : L
,
M CR sotto campi di uno stesso campoA

LM = LCM) = MCL) = Il più piccolo sotto
.

→ campo di 52 che

composto tre contiene sua M che
Le M ↳

.

Le K (%,_ , an) M - K ( f.⇒ Pm )

LM = K (di pi . . . )

Dim :G)⇐ ovvio % è alg ⇒ Ha EF è algsrek

•
del CF è alg sente

- d è aeg su 1- sk

(⇒ ) da F dà algsn Lo fa» c-LEI ha )
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in

f- Caro fcx) = [ aixi
1=1

↳ = K ( ao
,
- >
an) fase ↳Ti] ⇒ aèaeg

è finita × torri
su Lo

kc Lo c ↳ ca)
I X. è fumo. znehò

è fonte dei aegsnhoperché è f- g.
eaeg genere Hai EL

Qi è algsuk

⇒ [oca) : K ] # co ⇒ L.cat/e è algebrica

⇒ d è algsnk ttaef ⇒ Fffeè algebrica.

(2)(⇐) LM ¥ dati e LM èaegsnt

/ I ⇒ MIE aeg .

< a} M

aeg) / Analogo pub
*

aeg

(=D) LM delm =L CM )

/ \ a = È tini
L § M

e '

ahg
)

⇐
Leg

ti e l miei
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a EEK ( % ,
.

>
An

,
ma , - , nn ) ← E

'

finita da fa propt
perche

' è generata 1k
da un numero finito di

⇒ aèalg .
suk

.

ll alg sale .

Chiusura alg di un campo .

Daft Un campo SL si dice algebricamente chiuso se

ogni polirono fcx) E
d. Ex] non costante fa

,
almen

una radice ind
.

Esempi : Per il Tfonol dell' algebra ① è algchnso

Oss : Sarà alg chiuso gli amici poi verrai

da d.Ex ] sono quelli di grado 1 -

Def : d.µ SI è una CHIUSURA ALG on k se

•
SI è algebricamente chiuso

• SI è algebrica

Es : E non è la chiusura algoh

CI è la chiusura alg di# .
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Teorema (Esistenza e unicità della chiusuraalg )

Sia K campo, allora esiste sempre una sua chiusura

algebrica .

Inoltre due qualsiasi chiusura algebrica

•L K sono isomorfa .

Esempio
è = fa e ci fa èahg sua} ⇐ è una

chiusura alg

%
,

è un est aeg
di Q

.

Devo dire che OÌ è alg chiesa .

f-Che è [×] non costante ⇒ fcx) aumenta

a
una radice in ① percio fcx) e ④Ex ) e ① è

ahg chiuso .

Per mostrare che aEÒ devo

dire che dà alg su la

④ c è cieca
T

alg
+
aeg perche

'

semplice e

a àaeg sue

-
è ahg × Torri ⇒ a èalg suon de

⇒ aeat
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Posso usare lo stesso argomento per costume

È charme alg di K ogni
volta ci

ho KC D= alg eluso

F- =L della èahgsnt} ⇒techno
dog on K -

Def fektx] digfzl % ,
-

, anete-chnsnoalg.it
radici di fcx) . Si dice CAMPO DI

'

SPEZZAMENTO

di fsut il sottocapo di te

Kcai
,
.
-An)

f- tfaliet) che»
HIEI ( dij }

, → n
.

.

radici definite

Il campo di spese di f sule

k (His !»
.
. >

niliet)

Esempi ×
'
-2 Ohlxs Fa

,
t.rs
,
È}

'

④ Cfr
.
it ! .ie?J=Qcik, 5 .)

[ radice n - esima primitiva dei

< E > = traccia! 1} ② (E) èecoh
spazio

×! , = ÌÌCX - Ii)
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Problema :L : Kate aett

In quanti modi posso immergere teca) in È

q
. Kca)→E
'

?
q ⇒d

a

IK

kca) ± Kay
(4)

K →e

la estendo
~

ce KEX ] → E

x-p
pc» → pcp) è umano

¥ scelta dip .

a me interessa che { induca per passaggio
al

quoziente un Omo su Kcd) EK
casa»

Lesto succede ⇐ µ)) Charcot ⇐ µ, etnica

CT (µ =

µ (p)
- o ⇒ poteva essere radice

con

µ~

a
-

kexs → K

| .

? 9 è ovvio per il

✓
,

.

q
Teo 0h

'

ovnoiuorfsno

q è iniettivo perche
'

kg)
È

«xD Kca) è campo e 9# o
1→ 1
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Proposizione : K campo a c-È la# radici distinte di

↳ ine

⇒ J 9, , . . , qia : Kca) →Te

9 = io!
ilk

Problema 2 : Quante sono le radici di int ?

F- radici diµ
contate con molteplicità = degni» = n .

→ µ
cx) può avere radici multiple

CRITERIO DELLA DERIVATA

f-Etc» ha radici multiple int ⇐ (f.f
' )#1

Se f- è irriducibile in K . f ha radicimultiple
f Io

(fatti ⇒ ftktx] ( 7,7
'
) E KEXJ

e se f è irriducibile in KEXI
1

( f.7
'

) If ⇒ t'⇒
Se in K i polinomi irriducibili non hanno non

chiappo PERFETTOderivata nulla ⇒ # radici distinte di un polverio
dog del polinomio .
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Oss : • Se chan Keo ⇒ K è un campo PERFETTO
4

fc» = Zaini f
'

= Zia :X
" '

1=0

47 ' ⇒ f
'
#o

• Fpn è perfetto Fp Fn .

• KEFPCT ) fai#-te [G) [× )

f-
'
a)= px

'- '

⇒

Dico che fcx) è irriducibile in te]

f-a) = ftp.t] [× ] = #[x ]
-

A

A UFD ( è ED) pnhganp basta

vedere che fa) è vuiol in AEXJ

In A [×] fcx) = XP -t è irriducibile

perche
'
de Eisenstein rispetto aPelt)

F.G) è primo in A sereno ¥
,EHI

d c-È radice di fcx)
P

fara
'
-
T - o ⇒E- a

fase XP- d' = ( × - a)
P int

f- ha un' unica radice inE .
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Ci limiteremo (e assumeranno senza dirlo)

ai campi perfetti
oh KEX]

⇒ ma poi anidridi grado vi ha esautn radice

distinta inI

Preposi a c-È n - [kca ) : le] _

Per ogni q
K↳È immersione

esistono esattamente in estensioni a teca)
, cioè

9, ,
- → qu

Kca ) →È tuo qiiièq

Oss : Abbiamo gia visto che questo è vero se qeid

K - K⇐QÌF ) 9 :
pa- farsa

Dim ?

q K

ci Kexs → È ct
,# 9

× 1- p
pas→ ( qp)(p)

come devo scegliere p affinche kaect ( Mac») ?

5 = o

(9%19)=0 ⇒ poteva essere radice di
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q µ ⇒ le estensioni di q a tua)

sono tante quante le radici distinte di 4µg
inI

µ, vuid ⇒
µ è

seria

degna = Oleg µ) perché el è iniettivo

Poiane K è perfetto
# radici distinte 9µg = deg qui degna

④

Corollario : Ehe [ E : K]= in

¥ q K←È immersione 7 esattamente vi immerse

4
,

i
. _

, qu : E →È tuo 9. piè 9
Dim :

Per induzione su n = [E : K]

h = 1 ovvio

un
> I ae E -K K ckca) C E

in ol

nun ⇒ E-KG) e vale la prop precedente

1 < man ⇒ don

9 si estende q
, ,
. > qui

Kca)→È per la prop
di primo
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Ogni qi
teca) →E si estenda

9
» ,

-

> 9
, ←

E →E per ipino!

1=1 , _ - d E→È⇒ { disse
»

.
- in

9
irilkca)

= Ti

Galiè chhè 9 Da
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Lezione 15 30 novembre 2020

<

sempiol : f ⇒
'

-2 ←µ,
sua aif

q : ca) → TQ qq.ua . a. a} , a 5?
-

q = { ÌS radici dira
4g
?

= coniugati on a

9 (AGI Acqui) . { 7%5) I coniugati AÈÉK@ (agi)
sono le radici del

poi muro di asent

Esempio 2 p primo Atp)

Sappiano ↳[
=

=

Ì
. . . +xtt È mio

perché traslati

i connotati di Ip sono §! +⇐ c. p

di Eisenstein

[ QCSP) : QJ - pop ) =p- i
Immersion di QCS?

9. Q →E
'

§- sì
ti dia = @ (ai =D (5! ) - Qcsp)

E

t

Ispi §
⇒ stesso
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Def % estensione algebrica ,
si dice NORMALE se

¥ q : F→ E q ,[
id si h

q
(F)= F

Es : ① (Sp) è normale su@

F : ④ ( Pz
,
5
,)/q è normale

q
E →QT qiàid

q
② cita

, 5.) = Q (a 915,) ) =

= Qliksj , 5;) .-Air,
+

1=0,4 , 2 , feti 2 CONTROLLARLO

Proposizione :

Sraffa algebrica (finta) . Sono fatti equivalenti :

i ) FIK è normale

2) Ogni polinomio IRRIDUCIBILEfax) c-KIXJ che ha

una radice in F ha tutte le sue radici in F

3) F è il e.olspezz sente di una famiglia al

pool di KE» .
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Dim : Per estensioni fonte
1) ⇒ 2) fcxsektx ) %

,
. . - an
EÈ radici di f .

0
,
EF ⇒ kca

, ) GF

Fiat
,
-
-in suo qi

. Kcd
, )→ kcaj.CI

^

,

%-) di 9
,

ed

È vero in gen
fi sono qui un' estensione odi qi of← mondo abbiamo

dimostrato per
estensione

È F →I Films che fmùe
~

9 = id
illa

§
,

Fa F perché Ffa è normale
⇒ 9%3=4,7--4. EF Fiat

, - su

⇒ tutte le radici di f sono inf .

2) ⇒ 3) Considero

-7T
}E = edispsak { Ha / detta -poema di asnk

FG Fa .

D' altro ponte sia

E- f- ( p / produce di µ e-f)

µ radice di µ e

µ
è seria su K e

ha una rade

(a) cin F ¥, PEF ⇒EEF
.

(3) ⇒(1) q :
F → Te 9

,
ed

.

Devo mostrare qf#
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F = e disp
K di f

£ { fa , - - - sta } dai ,} arancione

F-= K ( laij } fi-t.ir#I..,ni)(f--IIfi )

Sappiamo cio # ii qcdij ) = di g. frumento p
'

+
radice di fiekix)
Mai; Ifi

⇒qf-qkca.io/ii- ⇒ , 1 =
.
. . )

.

= te (qq.is/..-.)cF

⇒ Kcqf EF .

Poiché fa qf hanno lo

stesso grado Finito su K ⇒ g. (F) = F

Esempio : • Ogni estensione di grado 2 è normale

% [F : KJ> 2 defik ⇒ F-KG)

µ, =p
-1 mim dia le peacxizxhebxxc EKEXJ

%;
-btaa-bxfo-F-kcat-kcroj.iq
,
a
,
c- Kcto ) e- F ← Fè il e.disponibile

• ④ (%) non è normale
. ×
'
-2 è ormai sud

ha una radice in alfa) ma montate
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PROPRIETÀ DELLE ESTENSIONI NORMALI

COMPOSTO E INTERSEZIONE F
,
LC IL

FL ¥ e 4k normali ⇒ ftp.efplfe sono

/ \ normali

"Ì¥!%% .am

'9 : "→ E 9
, #

ed

✓

qft.TT#)qCL)=FLVKq:FnL-sFqi*=idqCFrL)=qCF)nqCL)=FnL
T

TORRI

L 4K normale ⇒ Hf è normale
| NOR

lfq :L →È ceppaia ⇒ 9)EdÈ
? inaeneraeeno. 9cL) h

K
perche

' L è normale Suk

E-Q F-QÌF ) ↳ QÌF
,
5
, ) 4k è normale

ma % ho

IRIIÉL concita ) Qi non è

/ NOR [ / Nor
grado 2 normale perché continoÈ

no,

è Quel Faraone anidride
| Z I NOR PERCHÉ @ RADO 2
K q

ma non le altre radici .
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Gruppo di Galois

Sua Elk un' estensione di Galois , cioè normale e
[
LO ASSUMIAMO SEMPRE

'

separabile ( KLEE µ,#
ha radici distinte int)

FINITA [ E : f) = n
.

Poiché Elk è normale

{ q E→E 19 ,
a} ; Ante = Lake 19 ,È]

piccolo abuso di

notazione

Poniamo

Gal (Elk) ÷ Aut CE ) ←
Gruppo di

K
GALOIS di Elle

sappiano cio

pgoecehesp = [ E '

- KJ

Proposizione
"

-

:

Gallette) è un gruppo .

Dim : q ,
e Gal ( Elk) ⇒ Golf e Gal (Elk)

q c- Gallette) ⇒ 9-
'

e Gallette)

Proposizione : fake» irriducibile di grado in
- -

si immerge
insu

F- = e.disp di f- ¥ .

E
Allora n I [ F. KJ 1h ! Gae (Hk)

Dirmi
.

% ,
-
-

, da radici di fine ⇒ F- teca , - → f)
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K E teca,) E F ⇒ n I [F : le ] = IGAKFIKII

:
¢ : Gcaecfhe) → S' {%

,
- →
ad

q i-7 9114
,
- sans

¢ def gnam ¥9 c- Gaecflte )

q permuta le radici di fcx)

grappe : 10 (9047=(90434*5--947,3)- 9ha; 4143
A iniettivo .

- -

-

Keio =L qc-Gaeehdlqcaa-ai.tk }
= la}

Gal (Flf) agisce fedelmente su dai , - -da}
+

( è iniettivo )

L' azione di Gallette) esce dai
, - →

du} e- TRANSITIVA

perché ha un' unica orbita

orb =L qcaz I 9 EGAECFHI}; { %, _ → an )

h immersioni
*

e

i

⑦ KEKCA» EF ti 3-
µ, Kaz → Kadett

Ogni lui si estende ad#

'
→→ di
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Esempi

K
campo f- c- KEXJ irriducibile F

= e. disp di -71K .

• degf 2 [F : KJ-2 (2=2 ! ) Gaffe ) E %,
{noi ce }

F- Kcto) axbto → attori

Omologare fcxi-CX-d.IN -an) d
,
→ di

↳→ da

• degf=3 ⇒ 3) [F :L] ) 6 Gale) e S>

⇒ Gae ⇐ {
As ±#se

S
3

Si presentano entrambi i casi
.

fcxi-x.zk.IQ F- QCÌF
,
5
,
) ⇒ [F : = 6

⇒ Gal ( HQ ) ± s,

qega.ee/Q)qcfa)=F2fie=o,i.r
915,1=5! 1=42

Necessariamente 9 deve verificare le relazioni sopra

che danno AL più 6 possibili 9 . Poiché il

guado è 6 tute a 6 funzionano cioè

si estendono ad F . Funzionano tutte perche
'
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[F : Q] = [Acta) : Q] [QCJ] : Q ]

÷
④B.) / ' aie )
+ i
Q 3

fase XIX2.2×-1 è il pd minimo di IIISÌ su Q.
e

F- Q ( 5+5 è normale ⇒ Galea) e A,

ÈÉCS ) : = pezzo gaecacsyqztqs-ssici.at
4=5+5

"

e QCS ) ⇒tutte le radici di pag . .
e-QID

Le radici di pesci , sono { 9cal quae (0K¥}

Q EQ Ca) e QCS )

(e intimarsionilnnanoano d in una qualsiasi radice
diµ { 4cm} ← è l' insieme delle radici

di
µ

⇒ non ftcx - Yen)
D'altra parte ogni 4 si estende ad uno

qe Gae ( 0h15) ) e
'

Ha e-Galla lq )

Cfca) sarai ancora una radice dI

radici di µ
= tuoi } qq.IO?cl%ceeGae
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naanà
anni { q (5+5)=575

"

le -7. >63=45+5'

, 545,575
"

}
⇒ [ Q (5+5

"

) : a) = dgig.gr , =3
L'oste di Galois perché è il e. di sp di Magni

in quanto (SI 5) = ( 5+57-2 EQ (5+5
"

)

575-3=(5+547315+5) c-Abi)

→ con calcoli del genere
trovo l' eopr%

GRUPPO DI GALOIS Di ttqd (Fg off
"

Ifqdfpfq è normale : vedo che lfpnl;
è normale _ Infanti

¥9 : Fpn →È , qfpn è un sottocapo di

con p
" elementi

e per l' nnetà dei campi con p
" al

qtfpn-fafpi-fgo.ie?Eomed
È }

" """""⇒
"""" " &" (Ì"#)

" "

¥ = È
dove ¢ . Fa → tfqd Automatismo

| °

q
DI

F se 1-3×9 FROBENIUS

P
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Dim :

Per
prima cosa vediamo che ¢ e Gal (Fg .it#a )
ditta → Fgd
d)→ *

9 qepte siamo in
carati - Ff

• è un Omo di anelli perché locatp-cdtpINI-f9dcap-cap5.jp?fa
,

• è iniettivo a Sargenti - q
Inoltre ¥ detto

,
lo (a) =L

?
= a ← vero per defohttg

⇒ deaaecea.ae) .

Gol (Fqdflfq ) è un gruppo di ordine d.⇒ oroiokld

D' altra ponte se toad ¥ detto, si ho
q

#a) = DÌ =L cioè il polinomio

fcxt#
" IX ha come radici tutti i q

"
elementi

di Fqd e poiché ¥ ,
è un campo questo

implica che degfcxkqbzq.at ⇒ Kpd

da cui la =D ⇒ ora lo = D= / Gol (Fqa
⇒ Gal ( Egle) - ed > di
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Lezione 16 2 dicembre 2020

E

Empio : E- alta .
B) la /

\
②CB) 4)n④

E → e Là?
""

NORM NOR

t 1- ± fa

53 1- It

% : re → ra
% : fa §

,

9; IIII
,

9A :
""

n 53 → Fs vs → -53
lol

{1 , va, Fa ,
TG } Q -based E

q! = E Ki Gae (Elq) ± 742×742

9! noi ti

⇐ ④ ira
,
rs) = ② (txt )
] OVVIO

C
. . .

→
④ E Q (ratta) E E qscrzxts) = Taub

④ =

a.
Cours) ..mg/::tiGgCt2-v3)=Tz-t39a(r-t3)=-vz-t3

jafar ha 4 immagini distinte mediante le
innamorerai di E in# ⇒ g. ha alcun

4 commenti su 0h ⇒ ha Lemano grado 4 ⇒④GKE
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OI : ④ e Aly ) ce # fy →è }
=

0µg
Ogni 4 si estende ad E q E→è

⇒ 49,9 ) } è l' insieme dei cangiati oh ✓ sua

TEOREMA DELL' ELEMENTO PRIMITIVO

Sia K campo esce the fanta ( separabile )

⇒ Ehe è semplice cioè free b- che E- KG)

Dim

K-eanepeinfunf.ie/k furto ⇒ Eekca
. . . .in)

Provo che Elle è semplice per induzione su n .

h =L E = Kcd
, p) [ E : KJ - n

4
, ,
.
- -

, qn
E → È queiio

sc indeterminata di tap

Fcxs = ( 9 Itxqilp) - qocai - ocqocp))# Ed

Fcx) la 0
, degfcx ) E (1)

↳
se fosse qcai-xqdpkqo.ca)# 9dB)

• (qcp ) - 9. (b) + cerca ) - galateo adatta))
Gilmar
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⇒ 9
,

=

9g. perche E- teca
,

) e questo è assurdo .

F cha al più degfcx) radici inTe e padre'

K è un campo infinito ⇒ 7 tek tale fatto

Fct) = ( qicaitqip) - qcah-tq.lt) ) #O
- -

qicdttp ) cfàcaxtp)

Viti qicaxtp) # qjctxtp)

y =D -itp ha n coniugati ⇒ ¥ : K] - h

⇒ E = KG )

K
campo finto : Elk è finto ⇒ E è finito

⇒ É è un sgr molt furto di E ⇒ EÉL»

E- f- ( y ) Da

- o-

↳ fa estensione finita e di Galois

L

gg
Gae {è del KEFEB → g- { HaGalles}

F GolCLIF)

L" I H
K

L' efxch) :{ del / qua tiqeh} III.
Tutti gli al di Gae (Ge) fissano te e quindi

verifica)

È chiaro K È l'+ E L kctit
⇒ pè ben defunto
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si è ben defunta : Gallup) < Goethe)
ovvio un automatismo del che fissa

F-puntualmente fuma anche te CKEF )

Lemma 1 : % un estensione di Galois . Ha GALCLIM )

,

l't.am ⇒ H - Gollum)

Dim : ⇐ G- = Galan) Tesi : LEM

se M § LE [ LG : MI si ⇒ JQÌ →ttqimaid

cgtid ⇒ Eco è l →Ì È
,«
= 9

( tutte le immersioni si estendono ad una estatecampo)

{
IN
= 9in = noi 4M è da normale CT KL

⇒ IE Gal ( lire) > G ⇒ è fissa puntualmente Le

⇒ assurdo
.

(=p ) ( = Ncd) per clt dell' elemento primitivo .

HEG e considero fcxs =È (x - mai) degf.tt )
si ha fax, e LHE»

Pelt pfcx ) (× - poco) =ÌCx - ora)) -7gL'EN
Au

*
f e Mtx] afa)- o ⇒G) fcx)

1Gt = [ L
" ?È = degnami degf ⇒ Ht ⇒ HG
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Teorema di corrispondenza di Galois

LIK di Galois finita .

C'è una corrisp . biunioca

Che GLIE
F À Gaulle )

LA µ L

cani, a- (!!!:*
Inoltre Ho G ⇒ LA# è normale

K GTH

cinta caso Gae ( l'Ita) ± %%Ì ± %
Dim ! Mostriamo che dopo = col podio

food (f) =p ( Gaeta )) = Lsd
"

= F
ti

pare LI

a op cit ) = all
"

) = Gal ( Lila) - H

HE Gae (Lila ) He Gaga (4K)
↳ automatismi di L

Tutti gli al di
Ltt sono fissati dagli el ditta xperoief .

⇒ Ha Goethe)

Gal (42¥ ) EH HSGaect.im ) e Ham
"

M % L1

H -- Gollum )
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t ! 4h di Galois Ha Gaecllk) TEGAECYK )

⇒ L'
*: ott ) L

^
Dim : L' → ott

itedael ( qua ttaett}
Ilxp

• L'epoca, laett }.fm/qa--aV-qett3k--/peL/rqoiYpI=/lp)V-qeH3=E""
④

Ho G-⇐ Area otto-ha ÈÌ olt.li" L't.ro
,

⇐ L'% a- normale .

L

pa
i

⑦
↳ H µ L'→È µ ,#io

l
"

µ L' =L
"

1

Poiché ogni µ
si estende

K

a L
⇒ Hut IZOEG torte Y

Resta da vedere che Gae ( l'%) ±%

reso :
G- -7 Gal (È ) omomorfismo di

restrizione

q# 9ft

•
è snodato perché ogni qegal.CL#/k ) si
estende ad L

.
Ken Crest { qe G- / 9

, # id3-fqc.ca/qcat=attac-
È}

= Goethe) e- H a
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1

Proposizione :

H
,

s < Gaulle) ④ Hss ⇒ L' als

¢ , L'
tns

=
L' Ls

g) L'
s.tt >

=
L' Mls

Dtm ? CTI ovvio c scrivete i dettagli ) LN
Il

c» Arischia l'tnsstt
,

l'
µ a) ⇒ È!È

l'+ L' c. L ⇒ JNEGAECLIK) l' E- LN

Gaecyyzaf-Ncgaecl.HN Goethe )
¥ ns ⇒

Nchns

[Nzzltns

a) ¥ ! ! ! ! } ↳ " al
"

? issatemi
Viceversa de L'

+ ALS
que a fqeh

ttqes
⇒ a è fissato dai generatori del gruppo <H.»

⇒ d è fissato da tutti gli al di ah, S)

⇒ ftp.sal#s> ⇒ c»
. Di

Esempio ×
'
-2 edsp sua AGE, 5

,
) - K

[ × :@fa Gol (HQ) ± !
Aifa)

als»
↳ =
Fa
,
a.ÌTJ a# 5

'

3¥
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Sg Lio ! ) ,
< Cit ) )

,
sci» )

,
se 3) 7

, 442,33 ) , 53

tuoi }
KIIK

«% !.si#t.f%aEaIiH:nV/-Y/k"
✓2

Ss KÉQ

9 K → è
da → da

a.È → Fasi ⇐ a. i. a q

'

fa → IEI
(123)

} → 57 poi I → 5 sia

qirst.gl?k)ql5I=
%» = % ]
µ Fa → Ìtz

Jus 52

%» % →kg )

fa -stasi
Ii-iii 9C =qÙ)q =

= Paghi Itg
Ztp=L

( s ) ⇐ IEI
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Lezione 17 15 dicembre 2020

COMPLEMENTI

Estensione degli omovnorfsmi

Teorema: the un' estensione ALGEBRICA
, q
k→È

immersione ⇒ Ò ci F -7kt I
, ⇐
= q

Dirmi Il risultato è già nato per le estensioni

fante ( t.lk fundo ↳ Kca) [ ii. KJ- degna
#

e le immersion L →È CT
, 9

sono tanto quanto il numero di
-

radici DISTINTE di µ ink
Se sabbiano ipotesi di separabilità
⇒ # radici distinte any

into = degna )
Per dimostrare uso il Lemma di Zorn

+ = { (E, y) ) KEEEF 4 E→E '

4
,
4 }
~

idea : Mostro che Xè induttivo → 7 al Max (f.q )
e dico che F- F

X # 0 ( K
, 9) EX

E devo definirlo (E
, .
4.) E (Ea ,%) ⇒

Esser a Yale
,

' %

€ È un ordinamento parziale su X
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( X , E) dico che è indentro ( ogni catena any

annuente un maggiorente inX )

[ = { Ei
,
4)
«±

← catena
,
sottoinsieme tot orde

E = UEI f- campo perdé gli Ei sono incatenaIEI

KEEEF µ = lficx# tfxee

T sceei

µ E → K
è ben defunto ?

se → Yhcx) aceti xeesi

tic» - yojcx) ? si paewè

EiEej (o viceversa)

filetti ⇒ Nicky
⇒ ( X.E) è induttivo

I Zorn
7 ( f
, y) E X elemento massimale

f- Efca)
Dico che F-F .

Chiamai. FEF e- fare

se#cose 7# F ⇒ faefif ⇒ zaffiri
e pad Teo di estensione nel caso di astenute

⇒ ci si estende è Fca) →E ftp.q
⇒ 9% ,

§
) , q ⇒ assurdo genere

(7. e) era max ma (7.Dettata)
④
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Corollario Due chiusure algebriche di un campo te
sono sempre isomorfa .

Dim SL
,

F- chiusura alog di K -
Devo mostrano SEI

i : K-È
_
Poiane % è algebricasperati

si estenda q :D →
tt

quei

q è chiamante iniettava (E a- campo)

Devoonrectoeismgeetara.icp@j_I.qlR
) è ahg chiuso : pcxseq (d)

EX] dagp»

pcx) = qcqcxs ) quarti ]

d. alg denso ⇒ A te IL tono qpcateo
⇒ qcaiepeq e pcp)- o

Il

ceco) = qlqcai) = 91934 =

• -9 ce

je E già algsuk ⇒ ✓è algsuq sk

⇒ q (d) aeg cuneo ⇒ fece ⇒ girate

⇒ SEI da
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COSTRUZIONI CON RIGA E compassi

si parte da 2pm
0
,
1

e poi traccio retto

• . 1 • • n . . per 2 punti costruii
0 1 e cerchi ch' cenar

un punto costruito
a maggio torna

quanto la austan

Tra 2 punti costruiti

si traccia perpendicolare ad una retta data per
due punto assegnato e anche µ

Def : Un punto si dice COSTRUIBILI se fa parte
di una sua fonte di punti Tt . - - Pn
Tale che

(1) TI = 0,1 ao sono stati costruiti con

intersezione di rette e circonferenze

qua costruite

(2) TI è una rete per punt - già costruii

(3) Te è una circonferenza con centro prua-

già costruito a raggio di lunghi
IÌ dove sa , hai a I.I punti

"

1

Teorema : K - { scelta ( se è costruitala } ⇒ ④ok

a
K è un campo chiuso rispetto allatta
dai per ogni QEK a> o
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Dim : .

←
centro b e reggo 0T

-

t

b.
b.

Ó è : "
aeb

<
.

'

a ab

⇒ K è campo÷
.

•

a. .

1 -

o
a te

Teorema
[=L de ¢ ( dei costruibili} è un campo

chiuso rispetto allo ÌT
.

Dim

Xxiyà costruibili ⇐
Cx
, y) è costruisce

(e) (X
,
o) e Cag) sono costruirli

⇒ L è campo

del TE = § ei
État

.

,

il

a.io È :p:§ è la radice di
°

un reale> o

←tracciando la bisettrice dall'angolo0

Oss : Leequazeouidiletta e cerchi costruibili hanno coeff costruibili
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Teorema :
e

del ⇐ A una sua di campi ④ choc ↳ c cha

con de Ln e [ Lee
,

:L
,
] e 2 Vie 0

,
- ,

n - I

Dim ! II
Il

⇐D) d è costruirne ⇒ f zo , _ , tu =D tana

Hi Z
, si ottiene l arte costruisci

£ N cerchi il

↳=@
cettn cerchio ii.

Li = ④ (¥ ,
. .

-Fi ) Zee , è interzona di rette eguali
con

aq
che appartiene ali

⇒ LÌ. MI.no {Iii

eq risolvente da guado E
2 = La ↳ (zia)

[ La
.

:L) EZ

€ ) sia da Lnzahn
. .

s s a
te e ti

2 2
2

Devo dire che ed è costruita la _ Procedo per induzione sub

neo ↳= ⇒ dà costruisce premi tanti
'

( punto
di ⑥ lo sono

nella ⇒ Tutti i punti di Lin, sono costruibili
tu ip indentro

↳=L
"

Z ) Z ha grado 2 #
iaxtaxxb

2-=
- at% cielo

, →
Z e- costruibili
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Corollario : a a- costruibili ⇒ d è algebrico su Q

di grondo
2°

'

detti

=D
. IT non è costruibili perché non è algebrico

- generici
•
non si possono Inscenare gli angoli coniuga
a compasso µ ×

'
_ a se è innocente

fa ha grado]
• non si può duplicare il cubo

con riga e compasso

ho un capo di volume1 voglio costruire NO

un cubo di volume 2

13=2
+3,2 ha radici di

'

quando
3

.

• Non si può costruire con ruga e compasso
un poligono regolare con 7- lati

sa → costruirlo vorrebbe

- µ cineasta
finale'

[Qlsa) :D] -6
che non è potenza
di 2-

•
I poligoni regolari con hlaài

' costruirne- coniuge

✓ aie anela
a compasso devono avere Cn ) = 2k

⇐ perché
in questo caso b. agonia è costruisce # In è costruissebatoliGalois
assicura l' esistervi _

FÉTTE.ir#LQc5n):Q3=pcai=zt
richiesta dal Teorema .
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er

na 2
'

pt: - p . Per primi disperi

pene è
"

p:'(paese) . - pii-tpr.dk#Ps
⇒ ai> 1

p . - i =
2di

p. =
2%+1 biadi

di
2

Piz 2 ti ← primi oufermat

( attenzione : non Tutti
' i

numeri di questa forma
sono primi 271 .

.

.

.

Oss : Non è detto che se @ Cal : Q) = 2
"

allora a sia costruirle
.

Vale però se Dica è di Galois perche ' in

questo caso la Tdi Galois + risultati sui sgrda
'

f- gruppi
.

garantiscono
l'enlstenza della sua di sottoconti . Infatti :
Teorema : × è costruirle ⇐ è contenuto in un' est
-

di Galois di grado 20
'

per qualche d .

(⇐ ) ha a LIA di Galois C- = Gol (Hq )

(G) = 2
"

⇒ 7 des - Gae Gon ,

e ¢ EEG
a te in

Via Teoria di Galois 2 a 2

Latino sito
di te ti
2 2 2
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Risolvibilità per radicali

fase ATM degtfcxi.in da, . - , an EOÌ romana di f

7 una formula che m' pennute di esprimere le
radici di f interni dei coeff con espressioni
di campo a

radicali ?

È-5 - a FÉ Sai
°

In qualche caso specifico si può fare

7 una formula generale per tutti
'

i polinomi
di certo grado n fissato ?

h 2,3
,
4 si

h 75 NO ← si dimostra che non può
esistere !

f si può risolvere per radicali se il suo campo di

spezzamento
# fa ammette una catena del tipo

④ a- Ko CK
,

c c.Kit

Kai Kim ) rieti

Esempio XFS Ke È
, Sa)

QCQCSA) c ② (5) Cfs)
EHI ↳ ZIE

-7
Le estensioni per radicali quando sono normali

hanno
gruppo

di Galois aboliamo
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K (Fg ) ×

"

- y ← in "

genere
"
a. a

Palinuro
K% è normale se K contiene 5

,

In tal caso il grdi Galois è Egg

→ HK ha
gruppo di Galois abelne

K - hoc ↳ c c La=L
+ i

ciclici cicli co

(E-Egizia ② ⇐ È
"

:L

→
Ithn polinomio si risolve per radicali se il
suo canapo di spazzamento aumenta una
catena

↳④ a ↳ c c ↳=L ⑦

Litigi ciclico .

Vale anche il viceversa Se le radici di f

appartengono ad un campo L per cui
ho
na

catena ( * ) cnet.ee ⇒ fà risuoluhnle per radicali

Hilbert 90 ⇒ Se Lyle è cianca e fede

⇒ ↳ lecito) oef.me
a Snek
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Formula
per radicali

dell
'

eq generale di grado n -

→ Il polinomio generico
vrrid di grado n ha

come gruppo di Galois su

[ = c.disp di f Gal (Hq) > Su

f- è risolubile per radicale F)

② - hoc L
,

chinando\
{ = G. DG, p . . . DG

. . .
Direi

G-

#
+ ,

ciclico .

5,044

{ DA> D had }

§ D HAD Lid ,

c' 2)(34)
,
c'3) (24)

,

c'4¥32) } Dtud )
t tt
> Hd

2

5
, DAS . . . . .

Su non ammette la catena normale con

quozienti ciclici

[
onè Risolubile punto 5 .
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